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1. Introducéo
1.1 Natureza dos sistemas de stocks

Sob o ponto de vista financeiro e contabilistico, os stocks, ou existéncias, sdo uma aplicacdo de fundos, tendo por isso um
custo de oportunidade associado a sua existéncia, correspondentes ao custo dos fundos que os financiam. Como aplicacdo
sdo um activo da organizacdo que detém a sua posse. Em geral o seu funcionamento acarreta outros custos de manutencao.

Objectivo da existéncia de stocks: Armazenar bens tendo em vista a satisfacao da procura futura.
Raz0bes da existéncia de stocks:

* Impossibilidade, ou ndo economicidade, de receber produtos no momento em que sdo procurados;

+ Sazonalidade da producéo ou da procura de certos produtos;

» Variabilidade dos precgos de certos produtos.

GESTAO DE STOCKS: Determinac&o da politica 6ptima de aprovisionamento a fim de satisfazer a procura futura.

POLITICA: Conjunto de regras que permitem saber QUANTO e QUANDO se deve aprovisionar.

Nota 1. Nao serdo abordados os problemas de gestdo de stocks em que ndo se controla o aprovisionamento (barragens, por
exemplo, em que se procura gerir o stock de agua).

Nota 2. Supfe-se que a procura futura é independente da politica adoptada.

Nota 3. A Formulacdo da Politica de Gestdo de Stocks sera feita por recurso a modelos matematicos de optimizacao.
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1.2 Caracteristicas dos sistemas de stocks
1. Decisédo (Encomenda)

+ Unica
+ Sequencial (repetitiva)

2. Aprovisionamento (Fonte)

« Externo
* Interno

3. Procura (Conhecimento)

+ Constante

» Variavel

* Dependente

* Independente

» Certa (deterministica)

» Aleatéria

* Incerta (sem conhecimento do comportamento probabilistico)

4. Prazo de Reaprovisionamento

+ Constante

* Variavel

» Deterministico
* Aleatdrio

* Incerto
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1.3 Sistemas Operacionais de Stocks

+  Encomenda Unica

* Ponto de Encomenda ou Revisédo Continua (sequencial)
+  Calendario ou Revisao Periddica (sequencial)

*  MRP (Material Requirement Planning)

+ DRP (Distribution Requirement, ou Resource Planning)

1.4 Parametros e variaveis nos Modelos de Sistemas de Stocks

Custos de Aquisisi¢cao: Custos a pagar ao fornecedor, ou custos de producédo, no caso de fornecedor interno (unidade de
producdo dentro da organizacdo), custos de transporte, no caso de serem proporcionais as quantidades, a partir de um
custo unitario, seguros, quando no mesmo caso, custo de recep¢do e inspeccdo, quando estabelecidos por unidade,
eventuais perdas e quebras, etc. Em geral, estdo todos os custos, variaveis com a quantidade, até fazer chegar o produto
ao armazém de venda, ou de utilizacado posterior. O custo unitario sera designado por €(Q).

Custos de Encomenda ou de Lancamento: Inclui todos os custos e despesas ligadas a aquisicdo mas independentes da
guantidade encomendada, que existem associados & encomenda, mas de natureza fixa (em relacdo a quantidade). Estao
neste casos despesas administrativas com a encomenda, custos de transporte, quando fixos (aluguer de um meio de
transporte para transportar a encomenda), custos fixos de inspecdo e recepc¢ao, certo tipo de seguros, etc.. Serdo
designadas por A.

Custos de Posse de Stock: Sao custos associados a existéncia do stock, em funcao do seu montante (maior o stock
maior o custo) e do tempo de permanéncia em armazém. Desde logo os custos financeiros correspondentes ao capital
imobilizado em stock (custos de oportunidade do capital), perdas de valor devido a permanéncia em armazém, eventuais
guebras, eventuais roubos, seguros, aluguer de armazém, quando for proporcional ao montante em stock e ao tempo de
permanéncia, etc.
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Assume-se que o custo de uma unidade fisica em stock durante um periodo, aqui suposto um ano, € igual a h. Sendo
C(Q) = C o custo unitario do produto (quando entra em armazém), se definirmos h = IC, resulta que I é o custo de uma
unidade monetaria em stock durante um ano. I € designado por taxa de posse e h = IC por custo unitario de posse. A
principal raz&o que leva a definir h = IC resulta do facto de uma parcela importante do custo de stock, h, representar o
custo de imobilizagcdo de imobilizacao financeira e este ser fungao (proporcional) ao valor unitario, €, do produto.

Custos de ruptura por venda diferida: sdo custos associados a rupturas de stocks, neste caso, por venda diferida, ou
seja, o cliente vé a sua procura satisfeita mais tarde, havendo para a entidade vendedora um custo, por unidade em falta
ou simplesmente por haver falta, independentemente da dimensdo. Em certos casos este custo pode ser calculado
objectivamente, como seja no caso de existirem penalidades estabelecidas contractualmente, indemnizagdes, etc., mas
noutros sao definidos subjectivamente, correspondentes a perdas por degradacao de imagem, que se traduzem em perdas
a prazo. De um modo geral, e salvo indicacdo em contrario, assume-se que 0 custo unitario de ruptura € dado pela
seguinte expressao:

p(t) = py + put,

em que py € o custo fixo de ruptura, independente da duragdo da ruptura, e p,, 0 custo variavel unitario de ruptura. Se uma
unidade for diferida durante um ano, o custo de ruptura dessa unidade sera entdo p = py + p,. Muitas vezes, nos modelos
deterministicos, assume-se que py = 0. Pode acontecer existir apenas um custo p independentemente do ndmero de
unidades em ruptura e da duracgédo da ruptura.

Custos de ruptura por venda perdida: sdo custos associados a rupturas de stocks, neste caso por venda perdida, ou
seja, o cliente, pelo facto de o produto ndo estar disponivel, ndo o compra, podendo satisfazer a procura junto de outra
entidade concorrente. Para a entidade vendedora haverd um custo de oportunidade, correspondente ao beneficio ndo
realizado por ndo vender o produto, e podendo ainda haver um custo de ruptura (uma penalidade, por exemplo), em
sentido estrito, por unidade em falta, ou independentemente do nimero de unidades em falta. Em certos casos este custo
pode ser calculado objectivamente, como seja no caso de existirem penalidades estabelecidas contractualmente,
indemnizacgdes, etc., mas noutros sédo definidos subjectivamente correspondentes a perdas por degradacdo de imagem,
gue se traduzem em perdas a prazo. De um modo geral assume-se que o custo unitario de ruptura por venda perdida é
dado pela seguinte expressao:

P = Do tP1,
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sendo p, 0 custo de ruptura em sentido estrito e p; o beneficio néo realizado.

Procura. Considera-se que a procura por unidade de tempo é conhecida. Quando a procura é constante por unidade
tempo, em geral o ano, designa-se por D. Caso seja variavel por unidade de tempo especifica-se o periodo, indicando
D4, D,, ..., D, para os periodos 1, 2, ..., n, respectivamente. Salvo indicacdo em contrario, D designa a procura anual.

Prazo de Reaprovisionamento: tempo que decorre desde o0 momento em que uma encomenda é desencadeada
(passada) até ao momento em que € recebida e o produto se torna disponivel. Designa-se por L (do inglés lead time).

Comprimento do Ciclo: tempo que demora a vender o stock correspondente a uma encomenda. E, deste modo, o tempo
gue decorre entre duas encomendas consecutivas, entre duas encomendas recebidas ou entre duas encomendas
passadas. Designa-se por T.

Quantidade Econdmica da Encomenda (QEE). E a quantidade que minimiza o custo total por unidade de tempo. Salvo
indicacao em contrario, o periodo considerado é o ano e a QEE ¢ a quantidade que resulta da minimizacdo do custo médio
anual. Quando a procura é variavel e a quantidade éptima a encomendar ndo é constante, define-se uma QEE por periodo,
sendo Q3,Q5,..., @n, a quantidade a encomendar, respectivamente, nos periodos 1,2, ..., n.

Ponto de Encomenda. E o momento, medido em geral pelo nivel do stock, em que deve ser efectuada (langcada) uma
encomenda. Designa-se por r (do inglés reorder point).

Nivel de ruptura. Consiste no montante maximo de unidades em ruptura por ciclo. Salvo indicagdo em contréario, designa-
se por S.

O conhecimento do ponto de encomenda, juntamente com o da quantidade econdmica da encomenda, ou com o nivel a
gue se pretende levar o stock, e do nivel de ruptura, nos casos em que esta estd contemplada, determina a politica de
stocks.
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2. Modelo de Wilson ou Modelo da QEE

Hipoteses:

Procura constante e uniforme no tempo, dada anualmente por D;

Custo unitario do produto constante, C;

Prazo de reaprovisionamento constante, L, e maior do que zero;

N&o existéncia de ruptura de stock.

Abastecimento instantaneo (fornecedor externo)

Representacao grafica do stock (curva em dentes de serra):

Stock

v

Tempo't
10
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Custos de Aquisicéao

 No ciclo: cQ
1 D 1 D . .
« No ano: cQ = cQ i CD (; = n° de ciclos/encomendas em média por ano)
Custos de Encomenda
» No ciclo: A
D
* N : A—
0 ano 2
Custos de Posse do Stock
. Q_ 00
No ciclo: ICT2 —ICD2
T T2 Q QQ
ICf0 (Q — Dt)dt = IC(QT—DE ) = ICTE = ICEE (@Q—DT=0=Q=DT)

1 ,.T . ‘- . , s .. .
Como ;fo (Q — Dt)dt = g € o stock médio, o custo no ciclo € o custo unitario de posse, corrigido para o ciclo, vezes o

stock médio (dado que a funcédo que representa o stock ser linear, com inclinacao - D, o stock médio é a média entre o
stock maximo (Q) e o stock minimo (0), que ocorre imediatamente antes da chegada de uma encomenda). A existéncia de
um stock minimo igual a zero resulta de a procura ser constante e o modelo ser deterministico (ndo ter incerteza).

. eeb _ ,~Q
No ano: ICDZG—IC2 »
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Custos totais

* No ciclo: CQ+A+IC%§
* Médios anuais: CT(Q) =CD + A% + IC% (3.2)

Quantidade Econdmica da Encomenda — Quanto Encomendar: QEE

Resulta da optimizacao de (3.1) em relacéo a Q

2AD

dCcT(Q) _ 24D
ic

Condicéo de 12 ordem: = —A% + IC% =0=Q" =

dQ (3.2)

2
d ;;g@) = +Zg—f > 0, aexpressdo (3.2) da um minimizante, neste caso absoluto, pois a fungéo (3.1) € convexa. A

expressao (3.2) é designada por Quantidade Econdmica da Encomenda (QEE), ou Quantidade de Wilson (Q,,).

Como

Substituindo em (3.1) o Q@ dado por (3.2), e simplificando, vem

2AD
CT(Q) = CD+A%+IC‘J € ou

2
Ic

CT(Q) = CD + V2AICD = CD + CT,, (3.3)

gue tem a seguinte representacgéao grafica: 12
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Custo A

Ponto de Encomenda — Quando encomendar : r A\
Q \

r=(L—-—mT)D =LD —mQ (3.4)

r
L L .
Sendo m a parte inteira de o ou n° de ciclos N
L L Tempo t
completos em L, isto é, m = Int( =) Q
’ ’ T <———— T = B —>
Nota 1. Se a procura anual é D, a procura no periodo (L — 2T) é (L —2T)D = .
Nota 2. Como a inclinagédo da funcéo que indica o stock é —D, vem D = (L—rZT) =>r=(L-2T)D. 13
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Propriedades do Modelo

P1. A QEE (e o stock médio) varia na razdo directa da raiz quadrada da Procura, isto €, quando a procura varia o stock
também varia e no mesmo sentido, mas ndo na mesma propor¢ao;

P2. A QEE (e o stock médio) varia na razao inversa do custo unitario do produto, o que implica que a QEE de produtos
caros € inferior a de produtos baratos (e que o stock médio, em volume, de produtos caros seja inferior ao stock médio
de produtos baratos);

P3. £ <@<2¢ =cT, <1,25CT;
N\
CT/CT*
1,25
1
0,5 1 ) Q/Q

P4. Se L < T, entdo o numero de encomendas feitas e ndo recebidas é sempre <1,
Se L > T, entdo o numero de encomendas feitas e ndo recebidas é sempre > 1.

Exemplo 1. Uma empresa de moagem compra trigo e vende farinha para diversos fins. As necessidades mensais de trigo
14
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sao relativamente constantes e atingem as 1 000 toneladas. O trigo € comprado no exterior ao preco FOB (Free On
Board) de 100 u.m./ton (preco a saida, no porto, do fornecedor) e a empresa paga um frete, por barco, de 10 000 u.m.,
mais 5 u.m. por ton, havendo ainda o seguro que é de 5% sobre o preco a pagar ao fornecedor. Para além destes
custos, existem ainda custos administrativos e portuarios (a chegada) de 5 000 u.m. por operacao (encomenda). O trigo
€ armazenado, pagando a moagem uma renda de 20 u.m. por ton e por ano em armazém. Os custos financeiros de
capital sdo 10% ao ano. As encomendas demoram 15 dias a chegar. Pretende determinar-se a politica de
aprovisionamento.

D =12 000 tons; C=100+5+5=110um. ; A=10000+5000=15000u.m.;IC=20+0,1%110 =

1
31 u.m.por tonpor ano; L = 22 ANOS

21500012 000

Q= /— = 3 408 tons; CT(3 408) = 110 * 12 000 + V2 = 15 000 = 12 000 * 31 = 1 425 641 u.m.

31

1
m= Int( =1 ) =0;r= 14 * 12 000 = 500 tons ou seja, QEE = 3 408tons e P. Encomenda= 500 tons.

2
12000

Portanto, a empresa de moagem deve fazer encomendas de 3408 tons, logo que o seu stock atinja as 500 tons. O custo
total, incluindo os custos de aquisicdo, sdo anualmente, em média, de 1 425 641 u.m., sendo 0s custos anuais de
encomenda e de stock de 105 641 u.m., dos quais 52 817 u.m. correspondem a custos médio anuais com encomendas

e 52824 u.m. correspondem aos custos com a posse do stock, portanto, em proporc¢des aproximadamente iguais.

3408
12 000

Outras informacdes podem ser obtidas. O comprimento do ciclo € T = = 0,284 anos, 0 que representa cerca de

102 dias. O stock médio é de cerca de 1 704 tons de trigo. Por outro lado, nunca esta mais do que uma encomenda

pendente, poism = 0.

15
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3. Modelo com Descontos de Quantidade de Tipo | (0o desconto envolve toda a quantidade
comprada)

Neste caso o custo unitario € uma funcdo da Quantidade, havendo economias de escala, com custos unitarios mais
baixos a partir de determinados montantes. Assume-se uma funcao do tipo:

coe
/
Co Q<
c(Q) = ¢y 0:1=0=2Q; (3.5)
Cn Q=0, >
Q4 Q
ComCy>Cy>:Cphq1>C,

Em geral, o desconto é dado por C;_; — Cj, comj =1,2,..,n.

A expressao do custo total médio por unidade de tempo (ano) € dada por: y

N\
CT(Q)
fCOD+A§+ICO§ Q<Q \
(@) ={C1D+AT+IC1;  G<Q<Q: (3¢ _
\CnD+A%+ICn§ Q= Q, i
5 >
Q1 Q:
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Determinacdo da Quantidade Econémica da Encomenda

Passol. Calcular Q,, paraC = C,

) _ [2AD
w Ic,

Se Q(") > Qn ) & solucdo admissivel, tendo sido obtida a solucdo 6ptima, sendo neste caso a QEE dada por Q* =
w n @w ¢ ¢ p p

‘(:,') ; caso contrario, calcular CT(Q,,) e reter como minimo do custo total, minCT, e passar ao passo seguinte.

Passo 2. Calcular Q,, paraC = C,_1

m-1) _ | 2AD

v ICn—l

Se Q-1 < Qg‘_l) < Q,, entdo esta encontrada a solucdo 6ptima, sendo Q* = QS,'_D se CT (QS,“”) <minCT e Q* =Q

associado ao minCT se nao for o caso. Caso contrario, calcular CT(Q,,—1) € reter minCT = min{minCT,CT(Q,,-1)}.

Passar ao passo seguinte.

Passo 3. Repetir o processo para € = C,,_, de acordo com o0 passo 2, e assim sucessivamente até ao calculo de Q,, para

C = C,, se necessario, sendo QEE = Q* = Q associado ao minCT, tal como foi efectuado no passo 2.

Nota. Depois de calculada a QEE, calcula-se o ponto de encomenda, tal como foi descrito atras. T
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Exemplo 2. O consumo de certa matéria-prima num fabrica pertencente a uma empresa publica € de 10 000
tons/ano. Procedeu-se a um concurso publico para seleccdo de empresas fornecedoras da matéria-prima. As
condi¢cOes para poder ser considerada admitida a concurso séo as seguintes:

» Custo de encomenda — 80€
* Prazo de reaprovisionamento — 1 més

Sabendo que se apresentaram a concurso trés fornecedores, diga justificadamente qual selecionaria, considerando as
propostas abaixo, e admitindo que a empresa utiliza uma taxa de posse I = 0,30.

Tamanho do Lote | Preco em €/ton

A Q < 250 80
B 250 < Q < 450 75
C 450 < Q < 650 70

Embora ndo seja um problema tipico de desconto de quantidade, configura uma situacdo semelhante, podendo ser
abordado como tal. Tem-se entéo:

80 Q < 250
C(Q={75 250<Q<450 D =10 000;4 =80;I=0,30;L = 1més
70 450 < Q < 650

Comeca por determinar-se a Quantidade de Wilson quando o custo € 70, isto é,

2x80%10 00 . ~ ~ .. LT
3) — /W = 276 que é uma solucdo nado admissivel, uma vez que este preco so6 é valido para 450 < Q < 650.

w

10 000 450

Calcula-se entdao CT(450) = 70 * 10000 + 80 = o T 0,3 70 = - = 701845 e retém-se este valor. Calcula-se

seguidamente Q,(,f) = \/% ~ 267, que é uma solucao admissivel. Basta comparar CT(267) com CT(450).
' 18



ISEG — CURSO DE MAEG 2017/18 - INVESTIGACAO OPERACIONAL I

Como CT(267) = 7510 000 + JZ * 80 * 10 000 = 0,3 * 75 = 756 000 > 701 845, deve ser selecionadl%ozgoempresa C, isto
€, a do preco mais baixo, com encomendas de 450 tons. Como m = 1, o Ponto de Encomenda é r = - 450 = 383,3.

4. Modelo com Descontos de Quantidade de Tipo Il ou Descontos Graduais

Nesta situacdo, os descontos envolvem apenas a parte da quantidade encomendada que ultrapassa o montante a partir
do qual o desconto € valido. Seja entéo:

C, — Custo unitario para as unidades até Q;
C; — Custo unitério para as unidades Q; + 1,Q; + 2, ...Q,

C,, — Custo unitario para as unidades Q,, + 1,Q,, + 2, ... Q41
ComCy>Cy>-Cphq1>C,

A expresséo do custo total de aquisicédo, excluindo custo de encomenda, quando Q; < Q@ < Q;,1, é entdo a seguinte:

AN

H()]
C(Q =R;+C;(Q—Qpparaj=0,1,..,n R,
Com R; = C(Q;), Ry=0,Qp =0€ Qpyy =
Sendo o custo unitario médio R4
C(Q@) R; Q;
——=24¢-C2

Q Q J 7 Q S

Q1 Q2 Q

Entéo, a expressao geral do custo total médio por unidade de tempo (ano), para Q; < Q@ < Q4+, € dada por

D Rj Cj Ci
CT].(Q)=ch+5(A+R,-—c,-Q,-)+1?'+1;'Q—I;’Q, (3.7) .
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com a seguinte representacao grafica:

A
CT(Q)

CT;_1(Q;) = CT;(Q))

\ 4

Q1 Q: Q

Verifica-se que o minimo ndo pode ocorrer na quantidade pivot, isto €, em Q; j = 1,2, .... Para obter a quantidade econémica
(6ptima), calcula-se o @ que minimiza CT;(Q), isto &,

V) = /w (3.8)
IC]'

Para os valores de QU0 admissiveis, isto &, Q; < QY < Qj+1, determina-se CT]-(Q(")). O QW correspondente ao minimo (dos
custos) é a solugéo Optima, ou seja, a Quantidade Econdmica da Encomenda (QEE).

Nota. Do exposto resulta que um Q% admissivel n&o significa que seja 6ptimo.

Apos determinacéo da QEE, calcula-se o Ponto de Encomenda, tal como foi descrito atras.

20
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Exemplo 3. Considere-se um produto cujo preco esta sujeito ao principio dos descontos graduais, em que as primeiras 100
unidades tém um preco de 70 € cada, e as unidades suplementares tém um desconto de 5%. A procura anual € de 1 000
unidades e a taxa de posse € de 20%, sendo o custo de cada encomenda de 60 €. O prazo de reaprovisionamento € de
uma semana.

Para determinar a quantidade a encomendar comeca por determinar-se
2AD 2+x60x+1000
Q® = = =93
IC, 0,2%70

Como Q©® é admissivel, calcule-se CT(Q® =93)=70+1000++/2*60+1000=x0,2x70=71296,2. Calcule-se
seguidamente Q(V,

1 — 2D(A+R1-C1Q1) _ 2%1 000(60+7 000—-6650) —
Q \/ I1Cq 0,2¥66,5 248,3,

gue é uma solugdo admissivel, a que corresponde o custo total

D Ry C,
cT(QM) = ¢,D + Q(—I)(A R = C1Q) + 1o +15QW ~ 1504

1000 7 000 66,5 66,5
=66,5+1000 + (60+ 7000 —6650)+ 0,2 * +0,2 =« 2 *248,3 — 0,2 *

248,3

* 100 = 69 837,

sendo entdo o valor 6ptimo Q* = QY = 248, 3, e beneficiar do desconto, uma vez que o respectivo custo total médio anual
€ mais baixo. E dispensavel analisar os pontos pivot, visto que a solucdo éptima nunca ocorrerd em qualquer destes
pontos.

Supondo um ano com 52 semanas, vem para o Ponto de Encomenda,

— 1990 _ 11 %248,3 ~ 19 unidades
52 21
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5. Modelo com Ruptura de Stock com Vendas Diferidas

As hipéteses sdo as mesmas do Modelo de Wilson (ponto 7), excepto a possibilidade de existir ruptura de stock e as
vendas serem diferidas, isto €, serem entregues mais tarde, apos recepc¢ao da encomenda.

Representacédo grafica do stock (curva em dentes de serra):

Stock A T, —Tempo, no ciclo, em que o sistema néo tem ruptura

- 1 J\ T, — Tempo, no ciclo, em que o sistema esta em ruptura

S — Numero de unidades diferidas por ciclo

Q—S—
< T,—> Q

N

Tempo t/
S

N
iﬂ
[

Custos de Aquisicao
* No ciclo: cQ
* No ano: CcD

Custos de Encomenda
* No ciclo: A

* No ano: A=

22
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Custos de Posse do Stock

+ No ciclo: (IC%Tl) =1IC

(Q-5)?
D

ic T = 25
5 Pois Ty = =

-S 1 -5)? -
* No ano: (ICQT T1) 7= IC %, apos substituicdo de T4 e T pelas suas expressées em funcdode Qe S

Custos de Ruptura de Stock (Venda Diferida)

. S s2 .
+ No ciclo: (pfS +Dy ETZ) = PpsS +Py 55 Pois T, :%

2
« No ano: (pfS +p, ;TZ)% = %(pfSD + Py 37), apos substituir T, e T pelas suas expressdes em funcdode Qe S

O objectivo consiste em minimizar a funcdo de custos totais anuais, de modo a obter Q e S, respectivamente, quantidade a
encomendar e quantidade a diferir por ciclo:

, D 0-5% 1 §2
Min CT(Q,S) = CD+ A + Ic%+a(pfsu + Py ) (3.9)

Obtencao da Solugdo Optima

Para resolver o problema, procuramos um minimo absoluto de (3.9) no dominio 0 < Q <o e 0<S. A partir de (3.9)
verifica-se que para qualquer S, a expressao do custo total é infinito desde que Q@ = 0 ou Q = «. Deste modo, valor éptimo
de Q, Q*, deve verificar 0 < Q* < . Por outro lado, se o valor éptimo de S, $*, nado estiver na fronteira, entdo 0 < §* < oo,
devendo, neste caso, verificar-se o sistema de de estacionariedade

aCT aCcT
W2 (3.10)
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2
ApoOs derivacdo, multiplicacdo de ambos os membros por ?—C e arrumacao, vem sucessivamente,
ocT _ 1 AD+1IC( $)2 + peSD + s* +IC( $H=0

1( $>2+QQ-9)= ! AD + psSD + s

> Q Q@ =1 Py Py
Ou, apos resolucdo em ordem a Q?,

2
Q? =%[AD+pfSD +py ‘%] + 52 (3.11)

Por outro lado,

6CT_ IC( S)+1 D+1 s=o0
O que da, apos explicitar @Q em funcéo de S,
D
0=tE+ (143)s 612

Para| rezolver 0 sistema constituido por (3.11) e (3.12), e obter Q e S em funcdo dos parametros do modelo, elimine-se Q, dai
resultando
[p2 + p,(IC) |S* + 2psp,DS + (psD)*—2AICD = 0 (3.13)

Quando p,, = 0,vem para (3.13) (pr)2= 2AICD, que em geral ndo é verdadeiro, significando entdo que nado existe um valor éptimo
para S tal que 0 < S < co. Entdo, podemos concluir que a solugéo Optima para S se encontra na fronteira, ou seja, S =0 ou § = oo,
sendo facil verificar qual deles é o valor 6ptimo, bastando comparar os custos quando se optimiza em relacao a Q.

Com efeito, se $* = 0, a expressao (3.9) tem como solugéo 6ptima o Q,,, dado por (3.2), sendo o custo total minimo dado por

CT(Q) =CD ++V2AICD =CD + CT,,
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Se §* = o, ndo existem encomendas (a procura € toda diferida), e o custo minimo anual € entéo pyD, o que significa que o sistema
nao é viavel, ndo devendo funcionar, pois € mais econdmico suportar os custos de diferir toda a procura anualmente.

Do exposto podemos entdo concluir-se que se (pr)2> 2AICD, ou, pgD >+2AICD = CT,,, isto &, p;> %, entdo a solucéo
Optima corresponde a $* = 0 e Q* = Q,, dado por (3.2).

Se py < f“#, entdo o sistema de stocks ndo deve funcionar, por ndo ser viavel economicamente.

Quando (pr)Zz 2AICD, para qualquer valor de §, com 0 < § < o, (3.13) verifica-se sempre. Neste caso, py = %, e é indiferente

o sistema funcionar para qualquer valor de S ou nao funcionar, sendo o valor 6ptimo de Q dependente do valor escolhido para S.

Quando p,, # 0, a expresséao (3.13) é uma equacdo do 2° grau, sendo a maior das suas solucdes (a outra € eliminada por ser ndo
admissivel) dada por

IC IC
¢ —psD+ J 2AICD(1+p—v) —2=(psD)?
= —yr (3.14)

Para resolver o sistema constituido por (3.11) e (3.12), elimina-se S e resolve-se em ordem a @, vindo

2 2

2 _ 2
Q IC[AD+

0Pl
py +1C

psICD 0 — (psD)?

Py
Y41
e p+ic] T Gct )[

py + IC

ou, finalmente,

. +IC |24D D)?
Q" = /”" \/ b Ic(pf ) (3.15)
Pv (pv+IC)
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Se o valor de S obtido a partir de (3.14) for negativo, entdo o seu valor 6ptimo esta na fronteira, isto &, $* = 0, sendo o valor
Optimo dado pelo Q@ de Wilson, Q* = Q,, .

Uma simplificagdo importante ocorre quando py = 0, vindo para (3.15) e (3.14), respectivamente,

* py+tIC  [2AD py+IC
— o = L) 3.16
Q= [P M2 _ g, [ (3.16)
2AICD CT
S* = / = v 3.17
Py (Pp+IC) Vv Pv (pytIC) ( )

Do exposto podemos retirar algumas conclusdes importantes:

* Quando p, =0, isto &, ndo existem custos variaveis de ruptura (sé fixos), a ndo ser que (pr)2= 2AICD, ou seja,
psD = CT,,, caso em que € indiferente 0 montante da ruptura por ciclo, o sistema ou ndo deve funcionar se psD <
CT,,, ou deve funcionar sem ruptura de stock se pyD > CT,,;

* Quando p, # 0, o sistema funciona sem ruptura de stock, o que acontece quando o valor 6ptimo de S esté na fronteira,
§* =0, que ocorre quando pysD > CT,,, ou funciona com um nivel de ruptura positivo, que ocorre quando o valor de §
dado por (3.14) é positivo;

« Quando py =0, isto é, ndo existem custos fixos de ruptura, aplicam-se (3.16) e (3.17), resultando dai que em
condicdes de funcionamento normal uma certa quantidade da procura deve ser diferida (deve existir alguma ruptura), a
nao ser que p,, = oo.

Ponto de Encomenda —r

A determinagdo do ponto de encomenda segue o mesmo procedimento que no modelo anterior, sem ruptura de stock,
tendo apenas que se ter em atencao a translaccéo operada na representacao grafica decorrente do nivel de ruptura § em
cada ciclo.
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Utilizemos novamente a representacédo grafica do stock com vendas diferidas:
Stock Stock

\4

Tempo't

«— L > € L >
A semelhanca do que se fez atras, através da representacéo grafica, verifica-se que o Ponto de encomenda € dado por:

r"=LD—-mQ*—-S§" (3.18)
Em que m é o numero de ciclos completos contidos no prazo de reaprovisionamento, isto €, a parte inteira de L/T, ou

L
Int (;) .
Quando r* < 0, significa que o Ponto de Encomenda ¢é atingido quando a quantidade diferida € igual a médulo de r*, |r*|.

Exemplo 4. Considere uma empresa de televisores que encomenda os altifalantes a uma outra, e cuja procura € de 8 000
por més. O custo fixo de cada lote encomendado € de 6 000 €. Cada altifalante custa 10 €. A taxa de posse é de 20% ao
ano. Caso os altifalantes sejam necessarios e ndo estejam disponiveis, estes poderdo ser recebido mais tarde, mas com
um custo fixo de 0,1€ e um custo variavel de 12€/unidade/ano. O prazo de reaprovisionamento é de 1 més.
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A partir de (3.14), tem-se

—pr+J2AICD (1+'C) — 1€ /Dy
. p,) " Py
py, +IC
—0,1*96000+\/2*6000*0,2*10*96000(1+0’21;10)—02 10 0,1 + 96 000)?

= 12+ 0,2 10 = 3007

A partir de (3.15), vem

Q" = pv+IC 2AD (PfD)?  [12+40,210 [2x6 000+96 000 (0,196 000)2 25 849
IC(py+IC) 12 0,210 0,2+10(12+0,2+10)

Quanto ao comprlmento do ciclo, € T* = 25 849/96000 = 0,269 anos. Como m = 0, o ponto de Encomenda &

r"=LD—-mQ" —S" =8000—- 3007 = 4993 altifalantes

O custo total médio anual é:

96 000 (25 849-3 007)?
* * *
25849 +0,2+10 2%25 849 + 25849 (0 1

2
CT(Q,$) = CD +A, +IC(Q 5)* +%(pfSD+va7)=10*96000+6000*
3007 « 96 000 + 12

em que:
C. Aquisicao - 960 000€; C. Encomendas — 22 283,4€; C. Stock — 20 184,6€; C. Ruptura — 2 102,5€.

= 1004 571€

3 007)
2

Claro que que o custo sem ruptura (1 008 000€) é superior ao custo com ruptura, caso contrario esta nao existira.

Imagine-se que nao existem custos fixos de ruptura. Para obter Q* e S* aplicavam-se, respectivamente, (3.16) e (3.17),
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* Py +1C _ |2+x6000+96000 [12+0,2+10 o 000 ez
—_ = - ) -
e 0,2+ 10 12 '

~ 3703

g _ | _2AICD _ [2+6000+0,2+10 96000
Py +1C) 12 % (12 +0,2 = 10)

Quanto ao comprimento do ciclo, € T* = 25923/96000 = 0,270 anos. Como m = 0, o ponto de Encomenda é

r"=LD—-mQ*—S" =8000— 3703 = 4 297 altifalantes
O custo total médio anual é:
D -52% 1 s?
CT(Q,S)=CD+A—+ 16u+6(pv7)

Q 2Q
10496000 + 6000+ 2200 | .5, 19, (25923237037 1 (4 514)*
= * * * * % o
25923 ' 2+ 25923 25923

=1004 443

em que:
C. Aquisicao - 960 000€; C. Encomendas — 22 219,7€; C. Stock — 19 045,4€; C. Ruptura—-3 177,9€.

No caso de ndo existirem custos variaveis de ruptura, mas apenas um custo fixo por unidade em falta, de acordo com a
analise efectuada, o sistema ndo deve funcionar, pois

pr=0,1*96000=9600<4-8000=\/2*6000*0,2*10*96000=\/2AICD
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6. Modelo de Ruptura de Stock com Vendas Perdidas

As hipoteses sdo as mesmas do modelo anterior (ponto 5), excepto que em caso de ruptura de stock as vendas séo
perdidas. Neste caso, quando chega nova encomenda, ela vai satisfazer a procura que ocorre a partir desse momento.

Graficamente o sistema tem a seguinte representacao:

Stock A
T, —Tempo, no ciclo, em que o sistema nao tem ruptura
\ T, — Tempo, no ciclo, em que o sistema esta em ruptura
Q — S =T, D - Numero de unidades perdidas por ciclo
S

Como neste caso a procura que ocorre quando o stock € nulo se traduz em vendas perdidas, os ganhos directos obtidos
com a venda do produto deixam de ser independentes da politica de stocks, ao contrario do que acontecia nos modelos
anteriores, em que as receitas sao constantes. A solugdo passa por optimizar o ganho médio anual (0 que também podia
ser feito nos modelos anteriores, mas nao haveria nenhuma vantagem substancial nisso). No entanto, com uma defini¢cdo
adequada dos custos de ruptura, veremos que € possivel manter a metodologia de minimiza¢do do custo meédio anual.

Seja IT lucro médio anual, V o preco de venda do produto, p, (ja definido atras) o custo de ruptura em sentido estrito,
excluindo beneficio ndo realizado, e f, a fraccdo do tempo (ano) durante o qual o sistema esta em ruptura. Entdo, o Lucro
meédio anual € dado por:
II=DWV—-C)1-fo) —poDfo — (Custos de encomenda + Custos de Stock)
II=DWV—-C)— (po+V—-C)Dfy— (Custos de encomenda + Custos de Stock) (3.19)
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Da expressdo anterior verifica-se que D(V — C) representa o ganho directo anual se o sistema ndo tiver ruptura, e
matematicamente € uma constante que nao afecta a solucéo Optima, isto €, é independente da politica de gestdo. Por outro
lado, sabendo que p; =V — C é o beneficio ndo realizado no caso de perder a venda (ja definido atras), entdo (py +V —
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Vindo para a expressédo do Custo Médio Anual de encomendas, stock e ruptura (ndo consideramos o custo total, incluindo
0 custo de aquisicéo, pois parte das vendas séo perdidas, ndo havendo, por esta razdo, um custo total de aquisi¢éo cD)

cT(Q,8) = A2 +1c-L— 4 ps-2
Q.5) = Q+S 2(Q+S) p 0+S

Uma condicdo necessaria para que Q* e S* sejam 6ptimos é a verificagcao de

acT s I, -1
w=o=—[q+5] [AD+7Q +pDS]+1CQ(Q+S)
ou
IC 2
—AD + Q> — pDS +1€QS = 0
e
aCT ICD
—5 =0=-10 + 5]72 [ADZ +TQZ + pDZS] +pD*(Q+5)™!
ou
pD=%+£Q=O

comi<Q*<owoeld<S <oo,

Se resolvermos (3.22) (equacéo do segundo grau) em ordem a Q, vem

2
D D 2AD
Q::ﬂ_i (EJ _ =40
IC IC IC

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

Se (pD)?< 2AICD, entdo n&o existe nenhum valor real para Q a satisfazer (3.22). Neste caso, n&o existe nenhum valor
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para S, tal que 0 < § < oo, que minimize (3.20), devendo o valor de S ser 0 ou . Como (pD)?< 2AICD, o valor 6ptimo é
obviamente oo, pois 0 custo de suportar ruptura permanente (pD) é inferior ao de suportar um sistema sem ruptura de

stock (,/2AICD), caso em que S seria nulo. Em termos praticos, ndo deve existir sistema de stocks, pois o seu
funcionamento ndo é viavel economicamente.

Se (pD)?*= 2AICD, entdo existe apenas um valor positivo para Q a verificar (3.22). Esta € uma situagéo particular em que
qgualquer valor para S é 6ptimo, ou seja, € indiferente o sistema funcionar com qualquer ruptura de stocks ou funcionar sem
ruptura de stocks.

Finalmente, se (pD)?> 2AICD, existem dois valores positivos a verificar (3.22), pois

LIS \/(Q)Z _ 20 (3.24)

IC IC IC

Se eliminarmos Q no sistema constituido por (3.21) e (3.23), podemos obter

__pb (Q)Z _ 24D
§= IC i\/ IC IC (3.25)

Mas, devido a (3.24), resulta que S < 0 para cada uma das duas possibilidade de sinal (raizes). Logo, mais uma vez a
solug&o ndo pertence ao intervalo 0 < § < oo, devendo ser S =0 ou § = co. Mas como (pD)?> 24ICD, entdo $* = 0, pois
é mais econdémico funcionar sem ruptura de stock, pois o custo sem ruptura (y/2AICD) é inferior ao custo de suportar a
ruptura (pD).

Do exposto podemos entdo concluir o seguinte para um sistema em que a ruptura assume a forma de venda perdida: em
contexto deterministico, salvo nas circunstancias muito particulares em que (pD)?= 2AICD, um sistema de stocks deve
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funcionar sem ruptura quando (pD)%> 2AICD (pD > +/2AICD), ou ndo deve funcionar quando (pD)?< 24ICD (pD <

V2AICD) devido & sua n&o viabilidade econémica. Quando (pD)?= 2A4ICD, é economicamente indiferente funcionar com
ruptura ou sem ruptura.

Exemplo 5. Considere-se o exemplo anterior, mas em que em caso de ruptura a empresa vai comprar o altifalante a outro
fornecedor por 11€, ndo havendo, no entanto qualquer outra penalizacao.

Os dados do problema anterior mantém-se, apenas se alteram os custos de ruptura, sendo o sistema de vendas perdidas.
Neste caso, tem-se p; = 11 — 10 = 1 (beneficio que se deixadeter)epyo =0,vindop=p1 +po=1+0=1.

Como

pD = 1*96000=96000>48000=\/2*6000*0,2*10*96000=\/2AICD
O sistema deve funcionar sem ruptura de stock.

Sabe-se do exemplo anterior que a quantidade econémica da encomenda em caso de nado existéncia de ruptura é Q,, =
24 000 unidades. Deste modo a politica consiste em encomendar Q* =24 000 altifalantes de cada vez, com um ponto de
encomenda r* = LD — mQ* = 8 000, pois m = 0. O custo total é

CT (24 000) = 960 000 + \/2 *6000+0,2+10+96000=1008000€

Se hipoteticamente o custo dos altifalantes no outro fornecedor fosse de 10,4€ por unidade, com p = 0,4, entdo o sistema
nado deveria funcionar, isto é, seria preferivel estar permanentemente em ruptura: 0,4*96 000=38 400< 48 000. Em termos
praticos, isto significava que era preferivel ir ao outro fornecedor sem necessidade de suportar custos de e encomenda e
de stock.

Finalmente, um custo de 10,5€ por altifalante no outro fornecedor, com p = 0, 5, torna a situacgéo indiferente.
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7. Modelo com Taxa de Producao Finita e sem Ruptura de Stock ou Modelo da QEP

Até agora foi suposto que cada encomenda chega ao armazém de uma sO vez, ou seja, em bloco através de um lote de
montante Q. Essa situacéo é tipificada através de um fornecedor externo. Agora vamos supor que o fornecedor é interno,
por exemplo uma unidade de producdo da mesma entidade, e a medida que vai produzindo o lote vai-o continuamente
enviando para o armazém do departamento que o comercializa e que gere o sistema de stocks em causa. Vamos supor
também que a producdo do artigo em causa € feita em regime de lotes (batch em inglés), ou em regime de campanha,
como é conhecido em gestao industrial, e ndo em regime de producao continua (producao ininterrupta do mesmo produto).

Qualquer que seja o tamanho do lote a considerar, supde-se que a taxa de producdo anual é P, isto é, se 0 sistema
estivesse um ano a produzir ininterruptamente teria capacidade para produzir P unidades. Continuamos a supor que a
procura anual é uniforme no tempo, e € D. Para que o sistema funcione e faca sentido a escolha do tamanho do lote, deve
verificar-se P > D. Continuamos a supor que ambas as variaveis sdo continuas e que as designacbes anteriores se
mantém, embora face ao contexto do problema, o custo fixo da encomenda seja substituido por custo de lancamento de
uma ordem de producao, incluindo a preparacdo dos equipamentos de producdo para o efeito, mas mantendo a
designacéao A.

Graficamente, o sistema tem a seguinte representacao:

A
Stock

y

Tempo

35




ISEG — CURSO DE MAEG 2017/18 - INVESTIGACAO OPERACIONAL I

em que T, € o tempo, no ciclo, em que o sistema esta a produzir, e a vender, sendo também o tempo que dura a

campanha a produzir um lote de tamanho Q. Por sua vez, T; € o0 tempo, no ciclo, que demora a vender o stock atingido no
fim da campanha. Durante este intervalo de tempo, relativamente a este produto, o sistema esta apenas a vender.

Como estamos em modelo deterministico, sem incerteza, o stock minimo & nulo. Como T, =% , Visto ser o tempo que

demora a produzir um lote de tamanho @, o stock maximo, atingido no fim da campanha, é dado por:
Stock Maximo = (P — D)T, = (P — D)2 = (1 - 9) (3.26)
p P P '
E o tempo necessario para esgotar esse stock é

Ta=2%(1-3) (3.27)

O comprimentodocicloe T =T, +T; = Q/D.

Os custos anuais de producéo, lancamento da producao e stock sdo entdo dados por:

CT(Q) = CD + Ag +1cd (1 - %) (3.28)
Para obter a quantidade 6ptima a produzir, ou Quantidade Econémica da Producéo (QEP), faz-se
ocr _ . _ _,b Ic D
aQ Q2 ( P)

Vindo entdo

- /@ P P
QEP = Q" = Cc P_D Qw D (3.29)
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Vamos determinar o Ponto de Encomenda, utilizando a representacdo gréafica, nas duas situacbes em que ele pode
ocorrer: na fase crescente do stock, ou fase de producao (a esquerda) e na fase descendente do stock (& direita).

Stock Stock

4 A

\L —mT
r ——__ _ _ [
mT > —— Tyq —>ie mT >
L L >
< T :!

Quando L —mT < T4, o Ponto de Encomenda € entdo r = (L — mT)D = LD — mQ, pois Q = TD. Quando L —mT > Ty, O
Ponto de Encomenda ér = [T — (L—mT)|(P — D), istoé,r =L(D—P) + (m+ 1) (g — 1) Q. Em sintese:

LD — mQ* L-mT <T,
LD—LP+(m+1)(§—1)Q* L—mT >T,

*

= (3.30)

Nota. No caso de o fornecedor ser um departamento de producdo pertencente a mesma entidade, o custo de producéo a
considerar devera ser o custo variavel de producdo e eventuais custos variaveis de movimentacdo e transporte até o
produto entrar no armazém (stock).
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Este modelo, quando utilizado em confronto com o modelo de encomenda no exterior (modelos anteriores), permite ainda
fundamentar decisdes do tipo: produzir internamente ou encomendar no exterior.

Exemplo 6. Uma empresa pode produzir mensalmente 2 000 tons de uma resina sintética cuja procura anual é de 15 000
tons. O custo de producédo é de 200 € por ton. O custo associado a preparacdo e lancamento de um lote é de 1 000 €. O
custo de posse € de 60 €/ton/ano. O tempo de preparacdo do equipamento para iniciar a producdo de um novo lote
(limpeza das maquinas, afinacédo, etc.) € de uma semana. Logo que se inicia a campanha, a medida que a resina vai sendo
produzida vai sendo armazenada até ser completamente escoada para os clientes.

P =24 000 tons; D=15000tons; A=1000€; IC=h=60€;, L=—=0,019 anos
. ,@ P P [2+1000+15 000 24000 N

QEP =Q" = IC P-D Qw\/P—D - \/ 60 24 000-15000 707,1+1,633 ~ 1155 tons

« _Q _ 1155 _ (s D\ _ _ 15 0,019
T =% = = 0,077an0s; Ty =% (1-7) = 0,077 (1-3;) = 0,029 anos; m = Int (52) = 0
Como L—-mT = 0,019 < 0,029, entao
r"=LD—-mQ" =0,019 15000 = 288, 5 tons
O custo total, excluindo o custo de produgéo, é:

_aD g( _2)_ 15 000 ( _15000)_
CT(1155) = AQ +IC2 1 p) = 1000 = 1155 + 60 * 1 1000) = 25981€
Cada campanha dura T;, = £ = 1155 = 0,048 anos.

P P~ P 24000
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8. Modelo com Taxa de Producéo Finita com Vendas Diferidas

Este modelo difere do anterior pelo facto de haver a possibilidade de diferir vendas, ainda que incorrendo em custos de
ruptura. Quanto aos custos de ruptura, mantém-se as designacdes anteriores ja utilizadas no modelo de encomendas com
vendas diferidas (ponto 10).Graficamente, o sistema tem a seguinte representacao:

Stock

1&

/ Tempo
Custos de Producéo Anuais: CcD
Custos de Langcamento Anuais: A%
| o(1-9)-s 1_ e oliB)s (eDs , olp)s)
Custo de Stock Anuais: IC T(Tpl + le); =1C——; L+ = 2
P—-D
L (F-)-s” p
B 2Q P-D
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Custos de Ruptura Anuais: [pfS + p,,;(sz + Tq2)] % [pfS +py 2( SD + f)] 2
§2
= —(PfSD TPy ﬁ)

apos simplificacédo e atendendoa que T = g s Tpz = ﬁ eTy = 5

De igual forma, o objectivo consiste em minimizar a funcdo de custos totais anuais, de modo a obter Q e S,
respectivamente, quantidade a produzir e quantidade a diferir por ciclo:

[@ﬂ}ﬂz P
Min CT(Q,S) = CD + A +I1c—2 —+ = (pfSD +p, s - o (3.31)

Quando p, # 0, vem

. ,pv+IC 24D P (psD)?
Q"= Pv \/ IC P-D IC(p,+IC) (3.32)

pr+\/—2AICD(1+ ) %(pfn)z

=(1- —) (3.33)

py+IC

A semelhanca do modelo do ponto 10, demonstra-se que se p, =0, $*=0 ou S* = co. No caso em que S* = 0, aplica-se
0 modelo anterior e a quantidade econdmica a produzir € dada por (3.29). Quando py = 0, basta substituir em (3.32) e
(3.33), resultando dai que em condicdes de funcionamento normal uma certa quantidade da procura deve ser diferida (deve
existir alguma ruptura), a nao ser que p,, = c. No caso de vendas perdidas, as conclusdes sdo semelhantes as tiradas no
modelo do ponto 11, e o sistema ou ndo funciona ou funciona sem ruptura de stock.
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Neste caso o ponto de encomenda é dado pela expressao:

LD —mQ* —§* L-mT<T,

r= LD—LP+(m+1)(§—1)Q*—s* L—mT>T, (3.30)

Quando r* < 0, deve ser lancada nova ordem de producéo quando as vendas diferidas atingirem o valor |r*|, seja na fase
em que o sistema esta apenas a vender (L — mT < T,), seja na fase em que o sistema ja esta em campanha a produzir
(L —mT > T,).

Exemplo 7. No exemplo anterior considere-se a possibilidade de deferimento com os seguintes custos: py =3 € e p,, =
50 €.

Entao
2
py+IC [2AD P (pfD) 50460  [2x1000%15 000 24 000 (3+15 000)2
QEP = = - = * * — ~1 503 tons
Pv IC P-D IC(p,+IC) 50 60 24000—-15000  60+(50+60)
o (1 ~ 2) —pr+JP_D 2AICD(1+pv) peP0) ( 15 000) . 3415 000+J24000_15000 2+1 000+60+15 000+( 1+55 ) —oo*(3+15 000) 1541
- P py+IC - 24 000 50+60 -
. Q1503 R ( D) ( 15) ] (0,019)
= —_— = = = —_— —_—) = * —_——) = = —_—) =
T > = 15000 0,1anos; T, > 1 > 0,1x(1 ” 0,038 anos; m = Int o1 0

Como L —mT = 0,019 < 0,038 = T, entdo
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r*=LD—-mQ*"—S" =0,019*15000— 154 = 134,5 tons, ou seja quando o stock atingir cerca de 135 tons, na fase
descendente do stock, deve ser langada nova ordem de produg&o.

Obtemos ainda a seguinte informagéo: T,,; = 0,046; T, = 0,017; T;, = 0,063; T4 = 0,027, T4, = 0,01.

O custo total, excluindo o custo de producao, é:

P—D
CT(6416,6182) = A2 + IC Q( p )_S]Z P 1o sp+ s’ -
15 000 .
L 000, 15000 60 «[1503 (1 ~ 240 000) — 154] 24000 2\ 154
= * * *
1503 2 +1503 24000 — 15000 T 1503 " ¢

1542 24000
E 3 E 3 E 3
15000 +2 2 24 000-15 000

) =24 574€

Finalmente, o custo total anual, excluindo o custo de producéo, pode ser decomposto nas seguintes componentes:
Custo de Encomenda — 9 982€; Custo de Stock — 8 930€; Custo de Ruptura — 5 663€.

Exemplo 8. Considere-se o mesmo exemplo, mas em que nao existe custo fixo de ruptura. Neste caso a solucao é
computacionalmente mais simples de obter, bastando fazer p; = 0 em (3.32) e (3.33). Vem entao:

QEP = 1713 tons; §* = 350 tons; T* = 0,114 anos; T, = 0,071 anos; T, = 0,043 anos; T,,; = 0,032 anos; T,; = 0,039
anos; Ty, = 0,020 anos; T,;, = 0,023 anos: m = 0.
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Como L—mT =0,019<0,043 =T,, entdo r* = LD —mQ* — S* = 0,019 « 15 000 — 350 ~ —62 tons, ou seja quando o
montante diferido atingir cerca de 62 tons, na fase descendente do stock, deve ser langcada nova ordem de producéo.

Finalmente, o custos totais anuais, excluindo os custos de producao, sdo 0s seguintes:

Custo total — 17 516€; Custo Encomendas — 8 758€; Custo Stocks — 3 981€; Custos Ruptura—4 777€.

Exemplo 9. Imagine-se agora a situagdo anterior, mas em que apenas existem os custos fixos de ruptura, no caso py =
3€.

No caso em que ndo existe custo variavel de ruptura, jA sabemos que o sistema funciona sem ruptura de stock ou nao
funciona, pois a solucao 6ptima verifica-se com §* = 0 ou com §* = oo,

A partir da andlise efectuada atras, sabe-se que o custo total sem ruptura de stock, isto €, quando S*= 0, excluindo os
custos de producao, atinge o valor de 25 981€. Por outro lado, se o sistema diferir todas as vendas, entdo o custo total é
psD = 3+ 15000 = 45 000€, donde se conclui que o sistema deve funcionar sem ruptura de stock, sendo a solugdo a

encontrada atras com este modelo (modelo sem ruptura de stock), isto €, QEP = Q* = 1155 tonse S*=0.

Exemplo 10. Considere-se o exemplo anterior, mas em que as vendas sao perdidas, sendo o produto vendido por
230€/ton, ndo havendo qualquer penalizacéo pela falta do produto.

Neste caso o custo de ruptura resume-se ao beneficio ndo realizado pela perda da venda, sendo entdo p = 230 — 200 =
30€. Como o sistema s6 deve funcionar sem ruptura de stock ou nado funcionar (equivalente a perder a totalidade das
vendas), verifica-se que pD = 30 = 15 000= 450 000€, valor manifestamente superior ao custo total sem ruptura, excluindo
0 custo de producdo, ja obtido atras, que é 25 981€. Ou seja, 0s ganhos anuais superam 0s custos com o sistema de
gestao de stocks.
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9. Modelo com Restri¢cdes

A maioria dos sistemas reais funcionam com varios produtos, havendo alguma forma de relacdo entre eles, ou porque
alguns podem ser encomendados conjuntamente, ou porque disputam o mesmo espaco de armazenagem, ou ainda
porque disputam recursos financeiros limitados, etc. Neste ponto analisaremos os casos em que eles sdo encomendados
separadamente, por exemplo devido a fornecedores diferentes, mas disputam recursos comuns ou estao condicionados a
limitagBes administrativas no nimero de encomendas.

Limite na capacidade de armazenagem

Supbe-se um sistema com n produtos e sem ruptura de stocks e sem escalonamento das encomendas. O nao
escalonamento das encomendas implica que se atinja o stock maximo de cada um dos produtos ao mesmo tempo. Seja
entao:

fj — Espaco ocupado pelo produto j, j = 1,2, ...,n
f — Espaco disponivel

As restantes designacdes mantém-se, apenas com a incluséo do indice j referente ao produto respectivo.

O objectivo consiste em

, D; Q)

sujeitoa YL f;Q;<feQ;>0,j=12,..,n (3.32)
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Trata-se de um problema de programacado néo linear (a funcdo objectivo é ndo linear), com uma restricdo linear. A forma
mais adequada de resolver este problema € utilizar um software adequado. Por exemplo, o Solver permite em geral
resolver este tipo de problemas com grande facilidade desde que ndo sejam demasiado grandes.

A resolucdo manual pode ser efectuada através dos seguintes passos:
1. Determinar o 6ptimo livre, isto é sem ter em conta a restricdo. A solucdo obtida é dada por

2A;D; .
Q; = /#,]=1,2,...,n (3.33)

Testar a restricdo, isto €, verificar se a solucdo (Qq,Q2, ..., @,), obtida em (3.33), é admissivel (os produtos cabem no
espaco disponivel). Se a solucdo é admissivel, ela é a solugdo Optima; caso contrario, prosseguir com a restricdo activa e
passar ao passo seguinte.

2. Construir a Lagrangeana,
L(Qy, -, Qn) = Xj—1(C;Dj + A Q—; + 165D + M — 2j=1 £;Q)) (3.34)

e resolver o sistema de estacionariedade,

oL()  IiC; A;D;
9Q; 2 Q;

—/1f]=0

L) .. X\ ~
W—(f—;f,@;)—ﬂ
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2A;jD; . n N

A forma manual mais adequada de calcular o multiplicador de Lagrange, 2, € iterativamente, apés o que se calculam os Q;.

Como a fungéo f — Z]" 1fj /1 G A*f, € monaGtona decrescente em A, e negativa quando A = 0, existe um valor Unico A* < 0

em gue se verifica a restricdo f — Z,-=1 f,-(Q}f) = 0.

aCcT” (Ql Qn) — )\*

of
periodo), podendo entdo interpretar-se A* como a variagdo do custo minimo devido a uma variagdo unitaria da capacidade
de armazenagem, também designado por custo marginal de armazenagem ou pre¢co sombra deste recurso. Se
analisarmos o problema nesta perspectiva, isto €, se imputarmos um custo unitario A* a cada unidade de armazenagem
por ano em vez de uma restricdo a sua capacidade, o custo anual sera dado por

Prova-se que sendo CT*(Q4,...,Q,) 0 valor minimo para a funcdo objectivo (custo total médio no

CT(Qy, -, Qu) = Xj=1(C;D; + A ’+IC ')—A* 1 £;Q; (3.36)

e a solucao (Q4, ..., @,) que minimiza (3.31) sujeito a (3.32) é a mesma que minimiza (3.36). O problema formalizado de
acordo com (3.36), que atribui um custo a capacidade de armazenagem, e ndo um limite superior & sua utilizagéo, &
designado por problema dual do problema dado por (3.31) e (3.32), sendo este designado por problema primal daquele. Tal
como ja sabiamos da programacao linear, os dois problemas estéo relacionados e tém a mesma solucao.

Limite ao NUmero Anual de Encomendas

Neste caso, tem-se 0 seguinte modelo:
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, Dj Qj

sujeito a 2}21% <Neg@j>0,j=12,.,n (3.38)
]

Sendo N o numero maximo de encomendas por ano, devendo N ser um numero inteiro. O procedimento para resolver o
problema é semelhante ao do caso anterior, apenas com a particularidade de a restricdo neste ser caso ser formalmente
diferente, isto é, ndo linear. Se a solucao obtida em optimizacgéao livre for adimissivel, entdo os valores obtidos constituem a
solucao optima. Caso contrério, constréi-se a Lagrangeana e obtém-se o 6ptimo condicionado, ou seja,

2 (3.39)

D; Qi

e resolve-se o sistema de estacionaridade, dai resultando

. ’Z(Ai—l*)Di . n & _
Q] = —I]'C]' y ] = 1,2, ..,ne Z].:l Q; =N (340)

Podendo o 4" ser calculado iterativamente e assumindo valores negativos.

. .. D;
Nota. Quando 4; = 0, o valor de A* pode ser obtido explicitamente fazendo Z}Ll L_ = N e resolvendo em ordem a A*,

—_ *D.
2\ D]
Ij¢;

2
_1 [21"'=1 \/IiCiDi]
2 N ’

vindo A* =

Tal como anteriormente, 0 solver permite resolver rapidamente este tipo de problem (n&o linear). O valor de A* pode ser
interpretado como o custo marginal de passagem de uma encomenda.
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Limite ao montante investido em stock

Neste caso, tem-se 0 seguinte modelo:
. Dj Qj

sujeitoa ¥,CiQ;<BeQ;>0,j=12,..,n (3.42)

Sendo B o montante maximo, em qualquer momento, a ser investido em stocks. (mais uma vez nao consideramos a
possibilidade de escalonar encomendas de modo a ndo ter um stock maximo simultaneo para todos os produtos).

Verifica-se facilmente que este caso € semelhante ao do limite na capacidade de armazenagem, em que f; e f foram
substituidos por C; e B, respectivamente.

Nota. No caso de existirem varias restricdes, o problema pode ainda ser resolvido manualmente, com a introducao
sucessiva das diversas restricdes, primeiro uma de cada vez, depois aos pares, e assim sucessivamente. No entanto,
estas resolucbes tornam-se demasiado laboriosas quando feitas manualmente, pelo que recurso a métodos
computacionais de optimizacdo nao linear se torna indispensavel.

Exemplo 11. O servico de compras de um armazém defronta-se com o aprovisionamento de trés produtos. Estes produtos
estdo submetidos a uma restricdo sobre o valor médio do stock, ndo podendo este ultrapassar os 12 000 €. Os dados
relativos aos produtos sdo os seguintes:

Taxa de posse I = 25% (ano
; e e NS TN N

Procura anual 1000 3 000 2 000
Custo Encomenda (€) 50 50 50
Custo unitario (€) 150 50 100 48
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O optimo livre indica os seguintes valores para as quantidades a encomendar: Q] ~ 51,64; Q3 ~154,92; Q3;~ 89,44.

verifica-se facilmente que esta solucdo néo satisfaz a restricdo. Com efeito,

51,64 154,92 89,44

150 = + 50 * + 100 = >

A resolucdo através do Solver permitiu obter a solucéo 6ptima:; Q1 = 50,72; Q3 = 152,15; Q3~ 87,85, com um custo
total, incluindo os custos de aquisi¢do, CT = 506 110€. Esta solucdo satisfaz obviamente a restricdo. Neste caso o valor
do multiplicador de Lagrange € 1* = —0,0092. Isto significa uma variacdo unitaria (1€) do stock médio implica uma variacao
de 0,0092€ nos custos totais anuais: se o limite ao stock médio aumentar de 1€, entdo os custos baixam (o sinal do
multiplicador € negativo) de 0,0092€. Esta andlise permite, por exemplo, comparar marginalmente o ganho de aumentar o
limita do stock médio com o custo do seu financiamento adicional.

=12218,1> 12000

Supondo que para além desta restricdo existia também uma restricdo de armazenagem, limitada por uma capacidade de
250 m2, e em que os trés produtos ocupam 0,5, 1,0 e 0,8 m?/unidade, respectivamente.

A resolucdo pelo Solver indicou a mesma solucdo Optima, isto é, Q7 ~ 50,72; Q3 =~ 152,15; Q3~ 87,85, sendo 0
multiplicador de Lagrange associado a esta segunda restricdo nulo, pois a restricdo ndo esta saturada.

Antes de introduzir a segunda restricdo, poderiamos verificar que a solugdo anterior satisfaz também a restricdo de
armazenagem. Com efeito:

0,5%50,72 +1%152,15+ 0,8 « 87,85 = 247,8 < 250 m?

Supondo, finalmente que a Unica restricdo era ao numero anual de encomendas, que ndo podia ultrapassar as 50.

A solucédo pelo Solver indica: Q1 = 63,1; Q3 =~ 189.29; @3~ 109,28, com um custo total de 506 232€. Neste caso o
multiplicador de Lagrange é igual a —24,64. E evidente que esta solugdo, por ter encomendas maiores, viola as duas
restricdes iniciais.
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10. Modelo com sincronizac&do das encomendas

Se uma empresa tiver varias produtos para gerir, raramente acontece que as encomendas ocorram na mesma altura,
devido a ndo coincidéncia nos ciclos, isto é, chegada dos produtos ao mesmo tempo. No entanto, pode ser vantajoso
ajustar o ciclo de alguns produtos de modo a poderem chegar na mesma altura, reduzindo desta forma o trabalho, e os
custos, associados a coordenacédo e recepcdo das encomendas. Por exemplo, podemos eventualmente reduzir o nimero
de camides utilizados no transporte. Roundy (1985) prop6s um método relativamente simples, designado em inglés por
Power-Of-Two Ordering Policies (POTOP), para assegurar a sincroniza¢ao das encomendas no caso de varios produtos.

Considerando Q* = QEE, sabe-se que T* = Q*/D. Assumindo que T é pelo menos um dia (o que € normal), entdo para
algum m > 0, inteiro, deve verificar-se 2™ < T* < 2™*1, Se T* < V2 * 2™, escolhe-se uma quantidade correspondente a um
intervalo (ciclo) de comprimento 2™. Se T* > /2 * 2™, escolhe-se uma quantidade correspondente a um intervalo (ciclo) de
comprimento 2™*1 (no caso de igualdade é indiferente). Roundy provou que arredondando o ciclo para uma poténcia de 2
aumentara os custos totais, de encomenda e de stock, no maximo em 6%, mas com a vantagem de os produtos chegarem
ao mesmo tempo, com vantagens no trabalho de coordenacgéo e gestdo e eventualmente nos custos de encomenda.

Para demonstrar o resultado de Roundy, considere-se inicialmente Q uma quantidade arbitraria a encomendar, e Q* a
guantidade 6ptima. O custo total, excluindo o custo de aquisi¢éo, €, como se sabe, dado por

_.D Q
CT(Q) = Aa +1C

D Q
cr@) 4gtI1¢2 1Az @ |Uc? 1 24D Q|IC Q@ @ 1Q @
CT(Q") _ v2AlcD _ Q. 24IcD " 22aicD 29 1C T2 m_EJrZQ*_E(EJrE)

ComoT*=Q*/D e T=Q/D,vem

Entao
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e _1 1, T
cTQ) ~ AT, (3.43)

Podemos entéo agora enunciar o teorema de Roundy.

Teorema (Roundy). Se T* <2™y/2, o custo minimo da politica de sincronizacdo de encomendas (politca POTOP)
corresponde a T =2™. Se T* > 2™y/2, o custo minimo da politica POTOP corresponde a T = 2™*1. Em qualquer dos
casos, 0 custo total com a politica de sincronizacdo das encomendas nunca sera superior a 6% do custo total
correspodente a politica da QEE.

Demonstracdo. Como CT(Q) é uma funcdo convexa (CT (Q)>0), entdo o intervalo (ciclo) 6ptimo correspondente &
politica POTOP tem comprimento 2™ ou 2™*1. De acordo com (3.43), 2™ sera o intervalo 6ptimo se e so se

1. T  2m 1, T 2m+1

s Gat ) S ;G ) (3.44)

desigualdade que se verifica se e sO se
T 2m
- <
2m+1 - T*

Ou seja, se T* < 2™/2. Falta mostrar que se T* < 2™+/2, o custo total minimo é obtido quando T = 2™. Se T* > 2™V/2, o
custo minimo da politica POTOP corresponde a 2™*+1, Este resultado mostra que a politica 6ptima POTOP implica um

ciclo no intervalo [% T \/E]

A partir de (3.43), verifica-se que diferenca maxima entre o custo total para a politica POTOP e o custo total para T*

ocorrera se o ciclo da politca POTOP é T*v2 ou 5—5 Em qualquer dos casos

cr(1v2 ou L
( ; ﬁ>=l(i+\/§)=1,06
CT(T*) 2\v2
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ndo podendo, portanto, os custos da politica POTOP ultrapassar os 6%, como se pretendia mostrar.

Exemplo 12. Considere-se a gestdo de trés produtos com as seguintes caracteristicas:

S priuton | produioz | rodutos

Procura: D; 2 000 3000 3500
Custo Unitario: C; (€) 30 40 50
C. Encomenda: A4; (€) 50 50 50
Taxa Posse: I; 0,2 0,2 0,2

A guantidade a encomendar para cada prodtuto € Q7 =~ 183; Q3 =~ 194; Q3 ~ 187, vindo entdo T; = % ~ 33,3 dias, T; =
1
% ~ 23,6 dias, T3 = % ~ 19, 5 dias. Se aplicarmos a politica POTOP , vem:
2

Produto 1: Ty = 33,3 <2 (2)° =45,3 (T; = 33,3 =2 = (2)* = 22,6), sendo entdo m = 5. deste modo o ciclo para este
produto é de (2)° = 32 dias.

Produto 2: Ty = 23,6 < V2 * (2)° = 45,3 (T; = 23,6 =2+ (2)* = 22,6), sendo entdo m = 5. Deste modo o ciclo para
este produto € de (2)° = 32 dias, ou seja, igual ao do produto 1.

Produto 3: T = 19,5 <vV2* (2)* =22,6 (T3 = 19,5 =2 = (2)3 = 11,3), sendo entdo m = 4. deste modo o ciclo para este
produto é de (2)* = 16 dias.

Portanto, de acordo com a politica POTOP, o produto 3 deve ser encomendado de 16 em 16 dias e os produtos 1 e 2 de
32 em 32 dias, com encomendas feitas simultaneamente.
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11. Modelo com varios produtos provenientes do mesmo fornecedor

11.1 Modelo de Encomenda Conjunta

Quando vérios produtos sdo provenientes do mesmo fornecedor, pde-se a questdo de avaliar se ndo serd possivel uma
encomenda conjunta em vez de encomendas separadas, podendo alguns produtos, por terem procura muito baixa
poderem apenas ser incluidos nalgumas encomendas e ndo em todas. Por exemplo, os fornecedores de electrodomésticos
de determinada marca fornecem muitos produtos diferentes: televisores, radios, leitores de DVD’s, leitores de CD’s,
|_pad’s, etc..

Se mantivermos as designacdes anteriores, com o indice j a indicar que a variavel respectiva se refere ao produto j,
excluindo os custo de aquisicdo, por serem constantes, e supondo que a taxa de posse é a mesma para todos os produtos,
a optimizacéo separada indica

,2A-D- f 24;
= i’ el § P— —L | =
Q]- = ic, e T] 1D, j=12,..,n

sendo o custo anual para o produto j (excluindo custos de aquisi¢ao)

_ 1D Q9 _ _4 T;D;
CTj = Ay +1C;5 = 2ADIC; = 3+ 1¢ =

Nota. Neste caso €, em geral, conveniente utilizar o Comprimento do Ciclo, T, em vez da Quantidade Econdmica da
Encomenda, @, no processo de optimizagao e por isso se explicita CT; em fungao de T;.

Para a totalidade dos produtos, vem  CT; = 2,/2A,-D]-IC]-. Supondo que cada encomenda custa o0 mesmo, isto é, A = A4;,
comj =1,2,..,n, vem para encomendas separadas,
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Por sua vez, no caso de se proceder a uma encomenda conjunta, e explicitando o custo em funcao do ciclo, vem

CT A+ 2D =JJr
T 2

2A 24
T = /IZCI-D]- = 1cD’ fazendo CD =) C]D]

Como Y. CT; = V2AIY, CiD; > CT = V2AI [} C;D;, a economia conseguida & dada por

Minimizando em ordem a T, tem-se

Exemplo 13. Considerem-se 0s seguintes produtos:

_ Produto 1 Produto 2 Produto 3 Produto 4

Procura: D; 1200 1800 2500 3000
Custo Unitario: C; (€) 100 80 70 60

C. Encomenda: 4; (€) 1 000 1 000 1 000 1 000
Taxa Posse: I; 0,20 0,20 0,20 0,20
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O custo da encomenda conjunta € idéntico ao de qualquer encomenda individual.
No caso de encomendas separadas, verifica-se facilmente que

T, = 0,289 anos; T, = 0,264 anos; T3 = 0,239 anos; T, = 0,236 anos e Q = 346; Q, = 474; Q3 = 598; Q, = 707

Y. CT; = V2AI Y \[C;D; = Y2+ 1000 * 0,2 * (V100 * 1 200 + V80 = 1 800 + V70 = 2 500 + V60 * 3 000) = 31 369€

No caso de encomendas conjuntas, vem T = 0,127 anos, vindo uma encomenda conjunta de Q = 1 080, com Q; = 152;
Q; = 229; Q3 = 318; Q4 = 381.

CT =V2Al ZC]-D]-=\/2*1000*0,2*\/100*1200+80*1800+70*2500+60*3000=15735€

A economia conseguida anualmente é

Y CT; — CT =~24I (2 JCDj — /z c,-D,-> =2 +1000+0,2 * (1568,5 — 786,8) ~ 15 634€

Nota. O problema pode ser igualmente resolvido quando, com encomendas separadas, 0s custos das encomendas sdo
diferentes entre si e diferentes do custo da encomenda conjunta. Neste caso trata-se de comparar Y, CT; = V21, ,/A;D;C;

com CT = V2I [AY.C; D;.
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11.2 Modelo de encomenda com custo fixo comum e custo especifico a cada produto

Suponha-se que ao fazer uma encomenda conjunta existe um custo fixo, que € independente dos produtos a encomendar,
Ag, e um custo de passagem da encomenda referente a cada produto incluido na encomenda, que representa uma

proporgao do custo fixo, k;Ays, neste caso no que diz respeito ao produto j. O custo total referente ao produto j &

_ (+kpay
Tj

_ ’2(1+k~)Af _

Entéo, o custo total com optimizacéo separada é

T;D;

CT; +1¢;-L

Cujo minimizante é

Fazendo encomenda conjunta, o custo total é
_Ar ALk TIZCD,
T T 2

T = 2Af(1+2 kj)
1Y C]'Dj

CcT

Sendo 0 minimizante

com
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CT = J2I4; [(1+ X k;) 3 C;D; (3.49)

A economia é dada por ¥, CT; — CT = ,/21Af IE JA +k;C;D; — J(l + ) k,-) > C]-D]-l

Esta situagdo € mais complexa que a anterior. No entanto, uma vez que os k; sdo muito proximos uns dos outros, €
possivel fazer simplificagdes assumindo k; = k, Vj. Sendo assim, vem para (3.48) e (3.49), respectivamente,

com
_ [2a+k)Af
T =i
e
CT = /2I(1 + nk)Af /2 C;D; (3.51)
com

_ [245@+nk
T= 1Y C;D;

Sendo a economia dada por Y. CT; — CT = /214 [J(l +k)X,/C;D; — /(1 + nk) /Z C,-D]-]

Exemplo 14. Considerem-se novamente o exemplo anterior, em que Ay = 1000€ e k = 0,05.
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A politica com encomendas separadas seria:

T{=0,296 anos; T, =0,270 anos; T3 = 0,245 anos; T4, = 0,242 anos e Q; = 355; Q, = 486; Q3 = 612; Q4 = 725.

> ey = 211 + 04,y \/a

=/2%0,2%(1+0,05) + 1000 * (V100 1 200 + V80 * 1 800 + V70 * 2 500 + V60 = 3 000) = 32 144€.

No caso de encomendas conjuntas, vem T = 0,139 anos, vindo uma encomenda conjunta de Q = 1 184, com Q1 = 167;
Q; = 251; Q3 = 348; Q, = 418.

CT=JZI(1+nk)Af ZC]-D,-=\/2*0,2*(1+4*0,05)*1000*\/100*1200+80*1800+70*2500+60*3000

=17 237€

A economia conseguida anualmente é ), CT; — CT =14 907¢€.

No exemplo anterior, 0 comprimento do ciclo em encomenda conjunta, T, era sempre inferior ao comprimento do ciclo de
qualquer produto em sistema de encomenda separada, T;. Isto resultou do peso em valor da procura dos diversos produtos

nao ser muito diferente, nenhum deles tendo um peso muito significativo. No entanto,

1+k CiD; . p . e
o < Zé_l]) isto €, se o0 peso, em valor, da procura do produto j for significativo.. Por exemplo, se k = 0,05 e
177

n =10, T; <T se o produto j tiver uma procura em valor superior a 70% do valor total de todos os produtos.

T]-<Tse
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Nestes casos, o custo especifico kA; levanta duas questGes relevantes na escolha da politica:

1. E possivel que a adopgéo do ciclo T para todos os produtos n&o minimize o custo total, logo que um artigo tenha um
peso grande na procura total em valor.

2. Mesmo que T seja 6ptimo, pode ser possivel diminuir o custo total encomendando certos produtos cuja procura é fraca,
em valor, com intervalos multiplos inteiros de T.
1. Produto l com forte peso na procura final

Assuma-se que a procura do produto I € C;D; = 1} C;D;. A procura dos restantes produtos, designados por B, € dada por
1-DXC;D;.

A optimizacéo separada do produto I conduz a

_ a+oa; _
T) = /uzc,-p,- com CT,_J2(1+k)Afllzch,

A optimizacéo dos restantes (n — 1) produtos, designados por B indica

2[1+(n—-1)k]A;

Tp = 11-D Y ¢;Dj

com CTp = J2[1 + (n— 1)k](1 - DA Y. C;D;
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Sendo CT, como anteriormente, o custo total da optimizagao conjunta, o objectivo consiste em procurar as condicdes tais
que

CT;+ CTg < CT (3.52)

jzu +IOA[IL) €D, + jzp + (= DEI(1= DA Y €D, < J21(1 + nk)A, /Z C;D,

Isto €, miais simples,

ou

JA+RI+J[1+(m-Dk(A-1) <V1+nk
Esta expressao pode ser convertida na seguinte:
12(2 + nk) 2—1(2nk? + 4nk + 4) + k* > 0

inequacao do segundo grau verificada quando

nk? + 2nk + 2 +/(nk + 1)2+k2(nk + 1)(n — 1)
>
(nk + 2)2

(3.53)

Por exemplo, para k = 0,05 (em geral k é pequeno), podemos construir uma tabela para diferentes valores de n (himero
de produtos), obtendo-se os correspondentes valores de I que satisfazem (3.53).
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Por exemplo, com k = 0,05 e n = 20, € correcto adoptar o ciclo da encomenda k=0,05 n—

conjunta, T, para todos os produtos desde que algum n&o ultrapasse os 90% da 3 0,9978
procura em valor. Assim, em muitos casos, a adopcéo do ciclo conjunto € uma a 0,9954
boa solugéo.
5 0,9921
10 0,9676
E possivel conseguir economias arredondando o periodo Ty para o mltiplo inteiro 20 0,8997

mais préximo de T;, economizando-se As/Tg. Vamos partir o conjunto dos produtos

em dois subconjuntos A e B, com A a ter um peso na procuratotal de a ; C;Dj, e a ser constituido por g produtos, e B a ter
um peso na procura de (1 — a) Y. C;D;, sendo constituido pelos restantes (n — g) produtos. Sabe-se que

1+ gk)A a) CiD;
( g)f-i-TIZ]I

CTa=—"7, A2
ApGs optimizar (minimizar), tem-se entéo:
_ ,2(1+gk)Af _
T, = IaZ_CjD]- com CTy = \/2(1 + gk)AfIaZ CID] (354)
Por outro lado,
A n—-g)kA 1-a) ). CjD;
CTp :_f_l_M_FTBlLZIJ (3.55)
TB TB 2

obtendo-se apds minimizacao
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2[1+(n—g)kl]Af
I(1—a) E C]'Dj

No entanto, se como hipdteses simplificadora, minimizarmos (3.55) sem ter em conta As/Tg vem para (3.56)

_ Z(n—g)kAf _
Tp = \/1(1-@ scp, com CTp= \/2(" ~ PkAfI(1 - a) X.C;D; (3.57)

A condicao procurada é

CT,+ CTy < CT (3.58)

jzu + gk)AfIaZ C;D; + \/Z(n — 9)kAI(1- a) Z C;D; < J21(1 + nk)A, /Z C;D,

ou, mais simplesmente,

ou

Ja(l+gk) +J(1—-a)(n—g)k <V1+nk

gue é satisfeita quando
1+gk
1+nk

(3.59)

62



ISEG — CURSO DE MAEG 2017/18 - INVESTIGACAO OPERACIONAL I

Concluindo-se entdo que quando esta relacdo se ndo verificar, a opcdo mais econdémica € adoptar a politica de encomenda
conjunta com uma periodicidade (ciclo) T.

Por outro lado, se a relacao (3.59) é verificada para um certo g, entdo T4 deve ser determinado e adoptado para o conjunto
A que inclui g produtos, utilizando para o conjunto restante de produtos um mudltiplo inteiro de T4 mais proximo e ndo o
Ty da analise precedente.

2. Produto F de procura, em valor, muito fraca

Se adoptarmos para esse produto, F, o ciclo T, determinado para o conjunto dos produtos, o custo total associado a esse
produto é:

k
CTpy =L+ TIEE

Considerando o ciclo 2T, multiplo mais proximo de

CTF 2T — -1 + 2TI—— CFDF

A alteracdo para 2T é vantajosa apenas quando

CFDF

kA
CTpyp — CTpor = —TI-E+ -1 >0
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Ou seja, quando

kAf > 2 2(1 + nk)Af
CrDfl ~ I1XC;D;
Isto é, quando
k 2CpDp

1+nk » CjD]' (360)

Exemplo 15. Considere-se mais uma vez k = 0,05. Se n = 20, aplicando (3.60), verifica-se que é preciso tomar 2T como
periodo entre duas encomendas consecutivas para todo o produto cuja procura em valor represente menos de 1,25% da
procura total. Por exemplo, com n = 10, apenas produtos com peso inferior a 1,7% devem ter um ciclo de 2T. Co 5
produtos, essa percentagem passa para 2%. Ou seja, s6 produtos de procura muito fraca.

Nota. De um modo geral, pode facilmente considerar-se outro multiplo de T, para testar com o multiplo anterior. Seja, por
exemplo, mT. Neste caso € preciso considerar o menor m tal que

(m—-1)m(1 +nk) Y C;D;

Mais uma vez com k = 0,05 e n = 20, verifica-se que é preciso utilizar 3T se % <0,4% e 4T se % < 0,2%.
17 17
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12. Quando utilizar modelos da Quantidade Econdmica da Encomenda (QEE)

Diz-se que utilizamos modelos da QEE quando a quantidade a encomendar em cada ciclo (periodo) é sempre a mesma.
Prova-se que quando a taxa de procura € constante no tempo, essa é a solu¢ao Optima. No entanto, em muitas situacoes,
a procura é irregular, por diversas razdes, nomeadamente sazonalidade, pelo que se essa irregularidade for significativa, o
modelo QEE deixa de ser adequado.

Para verificar se a hip6tese de taxa de procura constante é razoavel para poder ser utilizado o modelo QEE, Peterson e
Silver (1985) recomendam o seguinte procedimento, considerando que a procura observada durante n periodos é
Dy, Dy, ..., Dy

1. Determinar uma estimativa para a procura média por periodo dada por

= _ 1 n
D= 2i-1D;
2. Determinar uma estimativa da variancia da procura por periodo dada por
n

1 _
Var(D) = §? = ;Z D? — D?
i=1

3. Determinar uma estimativa para coeficiente de varia¢cdo dado por

Claro que se os D; sdo todos iguais, entdo §% = 0 (a variancia de uma constante € zero), 0 mesmo acontecendo como
CV.Porisso, quando CV é pequeno, a hipdtese de taxa de procura constante, utilizada nos modelos anteriores, é razoavel.
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InvestigacBes empiricas indicam que o modelo QEE (modelo de taxa de procura constante) pode ser utilizado, com
razoavel aderéncia, quando CV < 0, 20; valores de CV acima deste montante, segundo Peterson e Silver, ndo recomendam
0 seu uso, devido a procura ser demasiado irregular.

Quando CV > 0,20, recomenda-se a utilizacdo de métodos de Programacéo Dinamica ou heuristicas dirigidas a este tipo
de comportamento, nomeadamente a Heuristica de Silver-Meal, apresentados a seguir.

13. Modelos Deterministicos de Procura Variavel

Neste caso, devido a variabilidade da procura, as quantidades a encomendar, ou a produzir, variam de periodo para
periodo, podendo haver periodos em que nao ocorra qualquer encomenda ou producédo. Supde-se que o planeamento do
aprovisionamento se faz num horizonte temporal com n periodos, sendo nfinito e com procura e custos conhecidos em
cada periodo. Portanto, estamos a considerar um modelo de revisao periddica, que neste contexto deixa de coincidir com o
modelo de Ponto de Encomenda apresentado atras.

13.1 Modelo sem custos de Encomenda

Embora este modelo possa ser aplicado a problemas de encomendas, a sua aplicacao a problemas de producdo tem um
maior interesse pedagdgico.
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Para além da n&o existéncia de custos de lancamento, ou de arranque da producéo, ndo consideramos a possibilidade de
ruptura e os custos unitarios de producdo sdo constantes em cada periodo, tal como o0s custos unitarios de stocks. De uma
forma mais geral, admite-se que a producdo a realizar em cada periodo pode ocorrer em periodo normal e em periodo
extra, por recurso a horas extraordindrias, por exemplo, e, naturalmente, com um custo mais elevado. Este problema pode
ser abordado através da Programacdo Linear, e em particular como um problema de transportes. Vai assumir-se que o
custo unitario em cada periodo é constante.

Seja:

x;; — Quantidade a produzir no inicio do periodo i em horario normal para vender no periodo j
yij — Quantidade a produzir no inicio do periodo i em horario extra para vender no periodo j
c¢; — Custo unitario em horario normal no periodo i

fi — Custo unitario em horério extra no periodo i

b; — Capacidade em horario normal no periodo i

e; — Capacidade em horario extra no periodo i

D; — Procura no periodo i

h; — Custo de uma unidade em stock que passa do periodo i para o periodo i + 1

i,j =1,2,..,n (n periodos de planeamento da politica de stocks)

O problema consiste em conhecer a producédo a realizar no inicio de cada periodo, a qual ird satisfazer a procura desse
periodo e, eventualmente, de periodos seguintes. Supde-se que o total da capacidade produtiva é suficiente para satisfazer
a procura total, caso contrario haveria ruptura de stock, isto &, Y%, (b;+e;) = ¥¥ ., D;, k =1,...,n. O modelo de PL a utilizar
€ 0 seguinte:

Min CT = ¢1x11 + (¢4 + h))x12 + -+ (1 + hy + -+ hy_)X1n + f1Y11 + (f1 + h)y12 + - +
+(f1 + hl + ot hn—l)yln +ot+ Cpo1Xpn—1n-1 T (Cn—l + hn—l)xn—ln + CpXnn + fnynn

S.a:
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X11 + X12 + -4 X1n < b1
YiutYizt+tym=er

Xp-1n-1 T Xp—1n = bn—l

Yn-1n-1 + Yn-1n < €n-1
Xpn < b,

ynn S en
X11+ Y11 = D4

X1in-1+ Yin-1 + -+ Xn—1n-1 + Yn-1n-1 = Dn—1
Xtn+Yin+ -+ Xp—1n + Yn-1n = D

Xij¥ij=20,,j=1,..,n
Nota. As restricbes de satisfacéo da procura, em vez de igualdades, podem assumir a forma de desigualdades do tipo (=).

13.2 Modelo Dinamico com custos de Encomenda

Existem duas abordagens, uma utilizando processos de optimizacdo dinamica (Programacdo Dinamica), em geral mais
complexos mas dando melhores resultados, e outra utilizando “modelos heuristicos”, em geral menos precisos, mas
bastante mais simples e de facil utilizacdo. Vejamos, ainda que de forma muito simplificada, e recorrendo a uma descri¢cao
através de exemplos, 0s primeiros.

Seja entao:

Q; — Quantidade a encomendar no inicio do periodo i, ou antes no caso de prazo de reaprovisionamento ser maior do que
zero. No caso de producéo, sera a quantidade a produzir.

D; — Procura no periodo i
S; — Stock inicial no periodo i
68



ISEG — CURSO DE MAEG 2017/18 - INVESTIGACAO OPERACIONAL I

A; — Custo (fixo) de lancamento da encomenda (ordem de producéo) no periodo i
h; — Custo de uma unidade em stock que passa do periodo i para o periodo i + 1
¢;(Q;) — Custo marginal de produzir ou encomendar no periodo

C;(Q;) — Custo total, de aquisi¢cdo e encomenda, no periodo i
i=1,2,..,n(nperiodos de planeamento da politica de stocks)

Nota. Prova-se que o Unico custo de posse de stock relevante é o que é funcéo do stock final (Hadley e Whitin) e que, por
isso, basta apenas considerar este, fazendo evidentemente o ajustamento para a dimensao do periodo utilizado no modelo.

Parai=1,2,..,n, o custo total, de aquisicdo e encomenda, em cada periodo € pois:

(o paraQ; =0
Ci(Qu) = {Ai +¢;(Q:) *Q; para Q;>0

em que c;(Q;) é o custo marginal de producdo quando a quantidade no periodo i € Q;. Podemos visualizar através de
diagrama a evolucao do sistema de stocks:

em que S, Sp+1, D1, Do, ..., D, s@o dados e as restantes sdo variaveis cujo valor final resulta da optimizagéo da funcéo
de custos totais.
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Algoritmo de Programacéao Dinamica com funcé&o de custo geral

Como néao existe ruptura de stock, a fungcao de custos totais envolve apenas custos de aquisicdo, encomenda e stock, e o
objectivo consiste na sua minimizacao no horizonte de planeamento (n periodos). Como o custo de stock € funcdo do stock
final em cada periodo, € importante explicita-lo em cada periodo utilizando a seguinte identidade contabilistica:

Si+1 =8+ Qi — D;

O problema pode ser resolvido, de forma recursiva, do inicio para o fim, ou do fim para o inicio. Utilizaremos o primeiro

procedimento, que é util na resolucdo do caso particular em que 0s custos marginais sdo ndo crescentes. A optimizacao

sera feita por etapas, obtendo-se em cada momento a trajectéria 6ptima desde o periodo inicial até ao periodo em causa,

para cada valor do stock final, que define o estado no periodo (etapa) i, e verifica a condicdo, como se vé na figura anterior,
0<Si41<Dj1++D,

Ou seja, em cada periodo, o stock final € ndo negativo, podendo no maximo ser suficiente para satisfazer a procura dos
restantes periodos (futuros) de planeamento.

Designe-se entdo por CT;(S;;1) a expressao geral do custo total minimo para os periodos 1,2, ..., i quando o stock final no
ultimo periodo € S;.1. A equacéo recursiva € dada por:

CT1(S;) = 0 min 52{61(01) + hyS;}

SQISD1+
(3.45)
CTi(Siv1) = OSQ??D':ES-H{CI-(QJ + hiSiv1 + CTi—1(Siv1 + D; — Qi)}
i=12,..,n

Exemplo 13. (Taha) Sabendo que o stock inicial € de uma unidade e se pretende um stock nulo no fim do periodo trés,
com base nos elementos do quadro seguinte, encontrar a politica de aprovisionamento para os préximos trés periodos:
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Periodo: i Procura:D; Custo Encomenda: A; Custo stock: h;

1 3 3 1 100Q; 0<Q;<3
2 2 7 3 c;i(Q) = o ,

30 + 20(Q; — 3) Q; > 4
3 4 6 2

Peri0d01.'D1:3,' 0<S5,<2+4=6; Q,=5S,+D{—5,=5,+2<8
C1(Q1) + yS;

Q=2 3 4 5 6 7 8
Sz S, C(Q) =23 33 53 73 93 113 133 CT1(Sz) Q1
0 0 23 23 2
1 1 34 34 3
2 2 55 55 4
3 3 76 76 5
4 4 97 97 6
5 5 118 118 7
6 6 139 139 8

Nota 1. como o stock inicial € igual a 1, as quantidades a encomendar variam entre 2 ( (=3-1) e 8 (=2+2+4), podendo
assumir qualquer valor.

Nota 2. O stock final no periodo 1, pode ser nulo, se se comprar apenas para satisfazer a procura do periodo inicial, ou
assumir qualquer valor até 6, se se fizer uma encomenda para satisfazer também a procura dos restantes dois periodos
(2+4=6).

Nota 3. Na terceira linha do quadro inclui os custo de aquisicdo e encomenda para cada quantidade encomendada. Por
exemplo C(Q;) = 23 indica custos de aquisicdo de 20=2*10 , mais os custos de encomenda de 3: 23=2*10+3. e assim
sucessivamente, para as restantes quantidades.
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Nota 4. Neste primeiro quadro (primeiro periodo), para cada nivel de stock existe apenas uma quantidade a
encomendar. Encomendar mais, implica maior stock final, encomendar menos implica menor stock final e eventual ndo
satisfazer a procura.

Nota 5. Na coluna do custo total, CT{(S,), registamos o custo minimo para cada nivel de stock, que neste caso se
resumo ao custo da Unica opc¢édo para a quantidade a encomendar. A quantidade correspondente ao custo total minimo
€ registada na ultima coluna.

Passa-se ao segundo periodo, a que corresponde 0 segundo quadro.

Periodo 2: D, =2; 0<S3<4; 0<Q;<D,+S3=S3+2
C2(Q2) + hyS3 + CT1(S3+ Dy — Q2)

Q=0 1 2 3 4 5 6
S h,Ss  ¢Q,) =0 17 27 37 57 77 97 CT,(S3) Q3
0 0 55 51 50 50 2
1 3 79 75 64 63 63 3
2 6 103 99 88 77 86 77 4
3 9 127 123 112 101 100 109 100 5
4 12 151 147 136 125 124 123 132 123 6

Nota 6. Reportando ao 2° quadro, neste caso as quantidades a encomendar variam entre 0 (se satisfizer a procura do
periodo 2 com stock vindo do periodo anterior) e 6 (se encomendar para este periodo e seguintes). Ja o stock final
varia entre 0 e 4 (a procura dos periodos seguintes).

Nota 7. Os custos totais correspondem, para cada opcdo de encomenda, aos custos deste periodo com o0s

correspondentes do periodo anterior. Assim:

« 55 =55 + 0 corresponde a situacdo em que ndo se encomenda neste periodo e se pretende um stock final nulo,
nao havendo custos neste periodo, mas que implica que se tenha um stock final no periodo anterior de 2 unidades
(a procura deste periodo) a que corresponde um custo de 55 no quadro anterior. 72
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51 = 17 + 34 corresponde a fazer uma encomenda de uma unidade com um custo de 17 adicionado do custo do
periodo anterior correspondente ao stock de uma unidade. Como se pretende um stock final nulo, e se faz uma
encomenda de uma unidade, temos de ter um stock inicial (ou final do periodo anterior) de uma unidade para
satisfazer uma procura de 2 unidades.

50 = 27 + 23 resulta de aplicar o mesmo raciocinio.

A solucéo para um stock final nulo € a que corresponde ao custo menor, isto é, Q; = 2, com um custo de 50. Para os
restantes niveis de stock final procede-se da mesma forma, devendo nestes casos considerar-se também os custos
de stock. Ou seja:

76=0+3+79;75=17+3+55;64=27+3+34,63=37+3+23
103=0+6+97,99=17+6+76;88=27+6+55;77=37+6+34,86=57+6+23
127=0+9+118;123=17+9+97;112=27+9+ 76; 101 =37+ 9+ 55;100=57+ 9+ 34;109=77+ 9 + 23
151=0+12+ 139; 147=17+12+118; 136=27+12+97; 125=37+12+76; 124=57+12+55; 123=77+12+34; 132=97+12+23

Para cada nivel de stock final escolhe-se a quantidade a que corresponde o custo total minimo.

Passa-se ao terceiro e ultimo periodo, a que corresponde o terceiro e Ultimo quadro.

Periodo 3: D3 =4; $,=0; Q3<D3+S,=4

C3(Q3) + h3S, + CTy(S4 + D3 — Q3)

Q;=0 1 2 3 4
Sy h3S, C(Q3)=0 16 26 36 56 CT3(S,4) Qs
0 0 123 116 103 99 106 99 3

A leitura da solucao faz-se do fim, partido do ultimo periodo, para o inicio. Assim, temos:
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Q3 = 3, e o0 custo total é CT3(3) = 99. Através da identidade S, = S3 + Q3 — D3, (Stock final é igual ao stock inicial mais a
encomenda menos a procura) verifica-se que S; =0—3+4 =1, 0 que implica que o stock final do periodo anterior é de
uma unidade e a quantidade 6ptima correspondente é Q3 = 3. Utilizando a rela¢do S; =S, + Q, —D,, vem S, =1 -3 +
2 = 0, ou seja o stock final do periodo 1 (inicial do periodo 2) deve ser nulo, correspondendo-lhe um Q7 = 2. Em sintese:

S, =0 =) |Q;=3 | =) S;=1mm) [Q;=3|mm) S5 =0 == |Q} =2

Modelo Dindmico com custos marginais constantes ou decrescentes

O modelo anterior torna-se bastante mais simples quando 0s custos marginais sdo constantes ou decrescentes, 0 que
acontece frequentemente. Wagner e Whithin (W-W) provaram o seguinte resultado importante, que permite simplificar a
resolucéo do problema dindmico com procura variavel:

1. Dado o stock inicial (S§; = 0), é solucdo Optima satisfazer a procura em qualquer periodo, ou com nova producao
(encomenda) ou com o stock existente, mas nunca a partir de ambos, isto é, Q;S; = 0. No caso em que o stock inicial é
superior a zero, este montante (do stock) pode ser deduzido da procura do periodo seguinte, ou dos periodos
seguintes, no caso do stock ser superior a procura do primeiro periodo, deduzindo sucessivamente da procura seguinte,
se esse for o caso.

2. A guantidade 6ptima para o periodo i, Q;, deve ser zero ou satisfazer exactamente a procura desse periodo ou mais
periodos seguintes (sucessivos).

Exemplo 14. Um subempreiteiro fabricante de material aeronautico comprometeu-se a entregar no inicio de cada um dos
meses indicados abaixo uma determinada componente para avides. Esta componente é fabricada por lotes e o custo de
lancamento da producéo é de 300 €. O valor unitario de cada componente é de 120 €. O subempreiteiro utiliza uma taxa de
posse,l = 0,20.
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As componentes necessarias (procura) em cada més séo entregues no fim do més anterior e devem ser produzidas no(s)
més(es) anterior(es). Quando um produto fica em stock de um més para o seguinte tem o respectivo custo de posse. O
plano de entregas € o seguinte:

| veses [ heoso | seambro | owbro | Novenbr | b
I ) I

Como a taxa de posse anual € 20%, o custo de posse mensal é h = 0,20 *120/12=2. Pretende determinar-se o plano de
producéo, e respectivo o custo total envolvido.

Periodo 1: D; = 80

C1(Q1) + hS;
Q1= g0 180 305 405 455

S, hS; €1(Q1)= 9900 21900 36900 48900 54900 CT{(Sz) Q}

0 0 9900 9900 80
100 200 22100 22100 180
225 450 37 350 37 350 305
325 650 49 550 49 550 405
375 750 55650 55650 455

Nota. Como o stock inicial é nulo e a procura no primeiro periodo é 80, a quantidade a encomendar tera de ser pelo menos
80. As alternativas resultam de incluir sucessivos periodos, tal como o stock final pode ser nulo ou as procuras seguintes.
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Periodo 2: D, = 100
C2(Q2) + hS3+CT1(S3 + Dy — Q2)

Q; = 0 100 225 325 375

S3 hS;  C(Qy) = 0 12300 27300 39300 45300 CT,(S;) Q5
0 0 22100 22200 22100 0

125 250 37 600 (*) 37450 37450 225

225 450 50 000 (*) (*) 49 650 49650 325

275 550 56 200 (*) (*) (*) 55750 55750 375

(*) Q; *S; = 0, devido as condicfes do teorema de W-W. ndo pode haver stock inicial e
encomenda no mesmo periodo, excepto no primeiro periodo.

Periodo 3: D3 = 125

C3(Q3) + h§4+CT,(S4 + D3 — Q3)

Q3 0 125 225 275

Sy hS, €3(Q3) O 15300 27300 33300 CT3(Sy) Q5
0 0 37450 37400 37400 125
100 200 49850  (*) 49600 49600 225
150 300 56050 (%) (*) 55700 55700 275

(*) ldem
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Periodo 4: D4 = 100

C4(Q4) + hS5+CT3(Ss + Dy — Q4)

Q4 0 100 150

S5 hSs  C,(Qy) 0 12300 18300 CT.(S5) Q; Q; Alt
0 0 49 600 49 700 49 600 0

50 100 55 800 (*) 55800 55 800 0 150

(*) Idem

Periodo 5: D5 = 50

C5(Qs) + hS¢+CT4(S¢ + Ds — Qs)

Qs 0 50
Se hS¢ C5(Qs) 0 6300  CTs5(Se) Q;
0 0 55 800 55900 55 800 0

Resta agora a leitura da solug&o, partindo do fim para o inicio: S¢ = 0 === Qr =0 =) S: =50 (S¢ — Qs + Ds)

=) Q) = 0===p S§;=150 (S5 —Q,+D,) ==p Q3;=275 == S3=0 (53— Q3+D3) == Q=0
=) S} = 100 (S;— Q; +D,) === Q} = 180.

Como que Q4 pode ser 0 ou 150 (na solugdo anterior consideramos Q, = 0), existe solu¢éo alternativa. Esta obtém-se
considerando @} = 150 e prosseguindo como anteriormente, isto é, Q; = 150 E=) S;= 0 (S; — Q; + D)= Q% = 125

) Si=0 (S; — Q3 + D3) m==pQ;= Ommmd S; =100 (S;— Q; + D,) === Q; = 180.

Em sintese: Q; =180, Q; =0, Q3 =275, @, =0 e Q;=0 ou Q; =180, Q5 =0, Q3 =125, Q, =150 e Q5 =0,
com um custo total de CT5(S¢) = 55 800. O problema tem, pois, solugao 6ptima alternativa.
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Nota 1. Como o custo unitario de aquisicdo é constante e idéntico para todos os periodos, o problema poderia ter sido
resolvido sem a sua consideracao explicita. Se esse fosse 0 caso, bastava somar no fim os custos totais de aquisicdo para
a totalidade da procura. Quando o custo unitario € constante, € de facto assim que se procede, pois lida-se com valores
mais pequenos, sem afectar o resultado final.

Nota 2. Neste exemplo, atendendo a natureza dos custos, o algoritmo W-W pode ainda ser mais simplificado. Como o
custo de encomenda é constante e igual a € 300 e o custo unitario de stock no periodo é € 2, verifica-se que nunca
deverdo ser considerados stocks superiores a 150 unidades, pois neste caso € preferivel gastar o custo de encomenda
(note-se que o custo unitario neste exemplo é constante). Por outro lado, se o stock final de cada periodo ndo pode ser
superior a 150, o0 montante a encomendar ndo pode ser superior a procura no periodo mais 150 de stock. Portanto, na
andlise em cada periodo, ndo vale a pena considerar stocks superiores a 150 unidades, nem encomendas que impliquem
stocks superiores a este montante, o que diminui as alternativas de escolha, simplificando o problema. Tendo em conta
também a nota anterior, vem entéo:

Periodo 1: D; = 80 C1(Q,) + hS,
1= 80 180
S hS; €.(Qy) = 300 300 CT4(Sy) 3
0 0 300 300 80
100 200 500 500 180
Periodo 2: D, = 100 C,(Q;) + hS3+CT{(S3 + D, — Q)
Q> 0 100 225
S5 hs; C2(Q2) = 0 300 300 CTy(S) @
0 0 500 600 500 0
125 250 850 850 225
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Periodo 3: D3 =125 63(03) + hS4+CTZ (54_ + D3 =T Qg)
Q3 0 125 225 275
AW hS4 C3(Qg) 0 300 300 300 CT3(S4) Q;
0 0 850 800 800 125
100 200 1000 1000 225
150 300 1100 1100 275

Periodo 4: D, = 100
4 C4(Q4) + hS5+CT3(S5 + Dy — Q4)

Q. 0 100 150

Ss hSs  C.(Qy) 0 300 300 CT.(Ss) Q; Q. Alt
0 0 1000 1100 1000 0

50 100 1200 1200 1200 0 150

Periodo 5: D5 = 50 Cs(Q3) + hSg+CT4(Se + Ds — Q53)
Qs 0 50

Se hSe Cs5(Qs) 0 300 CT5(Se) Qs

0 0 1200 1300 1200 0

A solucao €, obviamente, a mesma, e os trés ultimos quadros também sédo idénticos, excepto em que excluem os custos
de aquisicao, mas os dois primeiros vieram simplificados. Se adicionarmos os custos de aquisi¢do, obtém-se o custo total
obtido na aplicacéao anterior:Custo total = € 120 x 455 + € 1200 = € 55 600.

Volta repetir-se que algumas destas simplificacfes adicionais resultam das particularidades do exempilo.
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Apresentacéo em rede

Periodo 1 2 3 4 5

| Procura D =80 I 100 | 125 I 100 | 50 I
|

12300100) (= 15 300(125 12 300(100)

0

0(Q
9 900(80 6 300(50)
27 550(225)
100 0(0)
22 100(180) 125 7 500(225)
37 350(305) 25000
225 39 750(325) 100 0
49 550(405) 200(0)

450(0) 225 8 400(150)

= 3 600(275)

55 650(455) 45 850(375) 0(0)

550(0

375 ( ) > 275 300(0) >| 150 100(0 50

A solucéo éptima corresponde ao caminho mais curto entre o nodo inicial e o nodo final. Para maior facilidade de interpretacao,
os elementos dentro dos nodos correspondem ao stock existente, e ndo ao niumero do nodo, 0os elementos nos arcos
correspondem aos custos no periodo e 0s elementos entre parénteses a quantidade encomendada para o periodo.
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Se excluirmos os custos de aquisicdo, pelo facto de os unitarios serem constantes e tendo em conta as
simplificacdes referidas na segunda aplicacdo do exemplo, em que se eliminam alternativas de encomenda e
stock néo verificaveis na solugcdo Optima, teremos entdo a seguinte rede equivalente, bem mais “leve”, incluindo
apenas os custos de encomenda e de stock:

Periodo 1 2 3 4 5
Procura D =80 100 125 100 50

300(100) —)_300(125 300(100)

0 r
300(80) 500(225) 300(50)
550(225
0 0
500(180) 600(275 0(0)
100 125

100(0)

Os valores inscritos nos arcos e nos nodos tém a mesma interpretacdo que a dada na rede anterior com 0S custos
totais. Os comentarios sao naturalmente os mesmos. A determinacdo do caminho mais curto, através por exemplo
da aplicac&o do algoritmo de Dijkstra, indica os dois caminhos a vermelho, que permitem ler a politica 6ptima, neste
caso duas politicas Optimas alternativas. Verifica-se, através da rede, que a hip6tese subjacente ao teorema de Wagner-

Whitin permite eliminar muitas alternativas, facilitando a obtencé&o da solucao. 81
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13.3 Heuristica de Silver-Meal

Esta heuristica é valida para situacées em que o custo unitario é constante e idéntico para todos os periodos e, por isso,
esse custo vai ser omitido na sua descricdo. No fim pode ser somado para obter o custo total, a juntar aos custos de
encomenda e aos custos de stock.

Suponha-se que no periodo i se produz, ou encomenda, para os periodos i,i + 1, ...,t,em que i < t. Seja CT(i,t) o custo
de lancamento mais o custo de posse de stock para os periodos i,i + 1, ..., t. Entéo:

Ai t = l
CT(i,t) = _ . (3.46)
Ai+hiDiq + (hy + his Dy + -+ CiZi i) Dy t>1i
Considere-se agora o custo unitario por periodo, CTU((i,t) = % , Cujo valor se pretende minimo, determinando-se
t*(t 6ptimo). Resolucio de forma recursiva:
CT(i,i) = A;
CT(i,t) = CT(i,t — 1) + (T2 hy)D, t=i+1,..,n (3.47)

Passo 1. Sejai = 1.

Passo 2. Determinar o minimo local que satisfaz

CTU((i,t* — 1) = CTU((i, t*)
CTU((i,t* + 1) = CTU((i, t*)
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Se estas condi¢cbes sao satisfeitas, entdo encomenda-se em i as quantidades (D; + D;,q1 + -+ + D) para os periodos
iLi+1,..t".

Passo 3. Faca-se i =t* + 1. Se i > n, parar, pois todo o periodo de planeamento foi coberto. Caso contrario, voltar ao
passo 1.

Exemplo 15. Considere-se um exemplo com os seguintes dados, em que o custo unitario do produto é 50 u.m..

1 10 20 1

2 15 17 1
3 7 10 1
4 20 18 3
5 13 5 1
6 25 50 1
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lteraccdo 1. Seja i=1, Ay =20, CT((1,1)=20, CT((1,2)=CT((1,1) + h4D, =20+ 1+15=35, CTU((1,3) =
CT((1,2) + (hy + hy)D3 =35+ (14+ 1) *7 =49,CTU((1,4) = CT((1,3) + (hy + h + h3)D, =49+ (1 +1+1) %20 =

109,
Cr(LH | CTU(@,n
1 10 20 20

2 15 35 17,5
3 7 49 16,33 (min)
4 20 109 27,25

O minimo local é obtido em t* = 3, sendo o montante a produzir ou encomendar em 1,Q; = Dy + D, + D3 = 32, para 0s
periodos 1,2, 3. Fixa-se aseguiri = t*+ 1 = 4.

Iteraccdo 2. Sejai =4, A, = 18,CT((4,4) = 18,CT((4,5) = CT((4,4) + h4yD5 =18+ 3«13 =57,

CT((4,0) | CTU(40)
4 20 18

18 (min)

5 13 57 28,5

O minimo local é obtido em t* = 4, sendo o montante a produzir ou encomendar em 4, Q, = D, = 20, para o0 periodo 4.
Fixa-se aseguiri =t*+1 = 5.
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Iteraccdo 3. Sejai =5, A; =5,CT((5,5) =5,CT((5,6) = CT((5,5) + hsDg =5+ 1% 25 = 30,

Cr(5,0) | CTugs.o
5 13 5

5 (min)

6 25 30 15

O minimo local é obtido em t* = 5, sendo o montante a produzir ou encomendar em 5, Qs = D5 = 13, para o periodo 5.
Fixa-se a seguiri = t* + 1 = 6, mas como é o ultimo periodo, neste devemos encomendar Q, = Dg = 25, para o periodo 6,
ficando assim o problema resolvido. Em sintese:

Q; =32, Q,=20,Q;=13,Q;, =25, com Q;=Q3=0. O custo total CT((1,6) = CT((1,3) + CT((4,4) + CT((5,5) +
CT((6,6) =49 + 18 + 5 + 30 = 122. Se quisermos incluir o custo de aquisi¢ao, entao o custo total é 4 622.

Resolvemos este mesmo problema pelo algoritmo W-W, obtendo a seguinte comparacdo de resultados entre os dois
métodos, sem o0s custos de aquisicdo, que sdo iguais nos dois casos e irrelevantes na optimizagao:

1 32 49 10 20

2 0 49 22 44
3 0 49 0 44
4 20 67 20 62
5 13 72 38 92
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Nota 1. A Heuristica de Silver-Meal garante apenas um minimo local. No entanto, na maior parte dos casos praticos a
melhoria que se consegue procurando o minimo global através da programacéo dinamica é pequena, justificando a sua
grande utilidade.

Nota 2. H& duas situagBes em que esta heuristica ndo funciona muito bem: (i) quando a procura desce muito rapidamente
em varios periodos; (ii) quando ocorrem muitos periodos com procura nula.

13.4 Outros Métodos de Gestao de Stocks de Procura Variavel

Existem outros métodos e heuristicas para problemas de stocks de procura variavel, alguns deles bastante simples
mesmo, embora a heuristica de Silver-Meal seja a mais generalizada e, na nossa opinido, a mais interessante.
Apresentemo-los de seguida.

Método do Lote por Lote

e

Este método é muito simples e intuitivo, mas pouco eficiente. De acordo com este método, a politica consiste em
encomendar a quantidade necesséria para cada periodo. A sua utilidade verifica-se quando se trata de produtos muito
caros e com custos de lancamento relativamente baixos e pouco exigentes em termos administrativos. Neste caso, fazer
uma encomenda é facil e barato, enquanto os custos de imobilizacdo do capital em stock séo elevados.

Método da Quantidade Periédica da Encomenda

Este método baseia-se na férmula de Wilson, s6 que considera a procura média por periodo em vez da procura constante
dos modelos continuos.
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Em vez da QEE, calcula-se o Intervalo Econémico da Encomenda (IEE) e arredonda-se ao intervalo mais préximo maior do
que zero, de modo que as encomendas sejam suficientes para um numero inteiro de periodos. Considerando as
designacdes anteriores, e designando a procura média por periodo por D, vem

Nho_ |24 (3,48)

cujo valor é arredondado.

O tamanho dos lotes é simplesmente a soma da procura dos periodos dados pelo arredondamento do IEE.
Nota. Se num periodo a procura é nula, a encomenda avanga para o proximo periodo com procura positiva.
Algoritmo do Part-Periodo

Esta heuristica selecciona o nimero de periodos a serem cobertos pela encomenda tal que os custos de posse de stock
igualem os custos de encomenda.

Dada a natureza discreta da procura, os custos de posse de stock e os custos de encomenda ndo sdo em geral iguais,
pelo que o tamanho da encomenda vai aumentando até que 0s custos de posse sejam nao superiores ao custo da
encomenda. Deste modo, pretende determinar-se T tal que

hYi(i—-1D;=A4 ou Xi(i—-1D;= %

sendo o Part-Periodo Econémico, PPE = % e YI(i —1)D; = PPA os Part-Periodos Acumulados. Conhecido T, determina-
se facilmente Q através da relagio Q = Y1 D;.
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Nota. Existe ainda a possibilidade de melhorar a performance do Part-Periodo quando ocorrem grandes variacdes da
procura a volta do periodo envolvido na encomenda (periodos de procura grande sucedem-se a periodos de procura
pequena, por exemplo). Nestes casos faz-se o chamado teste de “Avancar” ou “Recuar”. Uma condicdo necessaria para
avancar um periodo € dada por Dy, > TDr,1. Uma condi¢cdo necessaria para recuar um periodo é dada por Dy > 2Dy, 4.
Embora estes testes sejam faliveis, em geral melhoram os resultados da heuristica quando a procura varia
acentuadamente.

Algoritmo do Part-Periodo Incremental (PPI)

Com esta heuristica pretende determinar-se o tamanho do lote que inclua a procura de um numero inteiro de periodos tal
que

h(T —1)D; = A ou (T — 1)Dy =%‘
designando (T — 1)Dy por Part-Periodo Incremental (PPI).

Assim, o tamanho do lote é sucessivamente aumentado pelas necessidades dos periodos seguintes até que o
PPI exceda o PPE.

A 12 encomenda é feita no 1° periodo com procura positiva. A encomenda seguinte € planeada para o 1° periodo em que o
PPI excede o PPE, e assim sucessivamente.

88



ISEG — CURSO DE MAEG 2017/18 - INVESTIGACAO OPERACIONAL I

14. Modelos com Encomendas Especiais

Neste ponto pretendemos analisar situacdes especiais decorrentes de alteracdes especiais no preco de aquisicdo do
produto, seja pela existéncia de um desconto especial (pontual) no momento de reaprovisionar, seja por uma aumento do
preco que justifique a existéncia de uma encomenda especial, enquanto o pre¢co anterior se mantém, antes de o sistema
retornar ao seu ponto de equilibrio.

14.1 Desconto Especial no Momento de Reaprovisionar

Com este caso pretende analisar-se a situacdo em que o fornecedor fornece um desconto especial, AC, temporario,

passando o preco de aquisicdo a ser € — AC.

Designando por Q. o0 montante da Encomenda Especial e por Q, a quantidade a encomendar resultante da politica em
vigor até entdo, tem-se a seguinte representacao grafica:

4

Stock Qe
Q.>0Q,
0 Qe = Qa
N
a [\ N
I~
I N\
N\ N\
N\ N | N\
J N R
. Q. Tempo
D
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Sendo CT, o custo total no perlodo associado a politica actual, isto €, sem encomenda especial, e CT, o custo total no

mesmo periodo associado a encomenda especial, o problema consiste em determinar o montante da Encomenda
Especial, Q., de modo a maximizar {CT, — CT.}.

CT, = (C—-AC)Q, +C(Q,— Q) + &I(C CA)— + %IC( 5 — %) + AQ— -
a
1(C-cA 1€QqQ. e
= €Q. ~ACQq + 7552 QF + Tkl _ 2 Q2+ 4% (3.49)
Por sua vez,
CTe=(C-AC)Q. +21(C- )%+ 4= (C-20)Q. +7 202 +4 (3.50)

P . i ~ 2A P
Consequentemente, apos simplificagdes e atendendo a que Q% = , @ economia média no perlodo € entao

Ic

E= CT,—CT, = ACQ, — ACQa—’A—CQa+2A%—%Q§—A (3.51)
A maximizagédo de (3.51) em ordem a Q, conduz a
Q= 0y (3.52)

1(c-cb) * (C-AC)
gue indica 0 montante 6ptimo da encomenda especial. O beneficio obtido com a encomenda especial é

C-AC
=A——

E* = [(Q‘f)2 —1] (3.53)
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Exemplo 16. Uma empresa importa um produto quimico pelo preco (preco CIF — Cost, Insurance and Freight) de 110
€/ton. A procura anual do produto € de 12 000 tons, o custo de cada encomenda de 10 000 € e a taxa de posse de 20% ao
ano. O prazo de reaprovisionamento € de 15 dias. A empresa esta prestes a tingir o ponto de encomenda e soube que 0
fornecedor esta neste momento a entregar o produto no cliente por 90 €/ton se a encomenda for efectuada nos préximos
dias. Pelas condicdes fornecidas, sabe-se que o desconto permanece valido na data de reaprovisionar. A empresa estuda
a hipotese de fazer uma encomenda especial para beneficiar do desconto.

D =12000tons; C=110€; C—CA=90€.;1=0,2;IC=0,2+110 =22 €; CA=20%€; I(C—CA) =0,2 %90 = 18 €;
A=10000<€;

ACD CQ, _ 20%12000 + 110+3 303

- T (c-ac) 18 50~ 17370 tons

_[2+10000%12 000 _ Lo
Q.= \/—0'2*110 ~ 3303tons; Q, =

A economia conseguida é:
E* ~ 148 417 €

Note-se que se este novo preco, de 90 €/ton, vigorasse indefinidamente, a nova QEE de equilibrio, para o futuro, seria de
cerca de 3 651 tons, resultante da aplicacdo do modelo de Wilson com o novo preco. Nesse caso nao haveria encomenda
especial, mas apenas um ajustamento na QEE, que passaria a ser de 3 651 tons.

14.2 Desconto Especial Expira Antes de Reaprovisionar

Esta situacdo é relativamente semelhante a anterior, com a diferenca de a encomenda especial, para beneficiar do
desconto especial, ter de ser efectuada antes de expirar o0 respectivo prazo de validade, que ocorre antes da data de
reaprovisionamento normal. Neste caso, o0 stock existente, em contexto determinista, é positivo e sera designado por R.

Graficamente, tem-se uma evolugcdo como a figura seguinte ilustra:
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A
Q:+R 1y
Stock ¢

Tempo

\

N&o havendo encomenda especial (antecipada), tem-se o custo total no periodo ~%— Qe+R

CT, = CQ, +%IC%+§IC%+A% = CQ, + 22k IC+—IC+AQe (3.55)

a

No caso de haver encomenda especial antecipada, entdo a expressao do custo total € dada por
CT, = (C—AC)Q, + Q.I(C — CA) + &% <1(C~ AC) += IC +A

(Qe +R)

CT, = CQ, — ACQ, + 2L 1(Cc - cn) + —IAC +A4 (3.56)

92



ISEG — CURSO DE MAEG 2017/18 - INVESTIGACAO OPERACIONAL I

e 2AD L . +R .«
Consequentemente, apos simplificacdes e atendendo a que Q% = ~c ' @ economia meédia no periodo QeT € entéo

(Qc+R)?

2
E= CT,—CT, = %IC+A%+ ACQ, — =2 1(C - €A) +5-1(C— AC) — A (3.55)

A maximizacao de (3.56) em ordem a Q,, e notando que Q2 = %, conduz a

ACD €Qa

Q. = 1c—cn (C-AC) (3.56)
sendo a economia conseguida dada por
* QZ _ 2
E*=A]( Tac 1)“] (3.57)
C a

Nota 1. verifica-se que neste caso hem sempre é vantajoso fazer uma encomenda especial antecipada, pois a expressao
(3.57) pode ser nao positiva, o que indica que nao deve haver encomenda especial.

Nota 2. Esta formulagéo foi efectuada para um prazo de reaprovisionamento nulo. Se tal ndo acontecer, o valor do stock R
deve ser reduzido do montante da procura durante o prazo de reaprovisionamento. Isto é, a quantidade especial vem
acrescida da procura durante o prazo de reaprovisionamento, LD.

Nota 3. Em relacdo ao modelo anterior, a encomenda especial vem deduzida do montante existente em stock, o que é
I6gico a luz do da restricao do prazo de validade do desconto, que termina com a existéncia de produto em stock, o que
pode ser deduzido da representacao grafica.
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Exemplo 17. Considere-se que no exemplo anterior o stock existente no limite da data de validade do desconto € 1 500
tons, mantendo-se o resto das condi¢cdes do problema. Vamos verificar se vale a pena fazer uma encomenda especial
antecipada e, em caso afirmativo, qual o seu montante.

Relembremos os dados do problema:
D =12000tons; C=110€,;C—-CA=90€,;1=0,2; IC=0,2+110 =22 €; CA=20€; I(C—CA) =0,2+90 = 18 €;

A=10000€;Q,=3303tons; L= i anos

ComolL >0,LD = i x 12 000 = 500 tons, o valor a considerar sera R — LD = 1 500 — 500 = 1 000 tons. Entao:

. ACD CQ, 20+12 000 110 *3 303
Q —(R-LD) = +

- -1 ~ 16 37
€ I(C-Ch) + (C — AC) 18 %0 000 6 370 tons

A economia conseguida é:

Q. ) 16 370 2
E'=A[(—————-1)2] =10000 —1) ]~ 190988 €

C—-AC ,90
C Qa 1—10*3303

14.3 Encomenda Especial devido a Aumento de Precos

Esta situacdo é muito semelhante a anterior, em que se analisa a possibilidade de uma encomenda especial, s6 que nao
por causa de um desconto pontual, mas devido a um aumento de precos prestes a ocorrer. Mas em ambos 0s casos, uma
encomenda especial é feita antecipadamente para beneficiar de um preco mais baixo. Como o0 aumento de precos vai
ocorrer, a encomenda especial vai depender da quantidade a encomendar, em continuidade, depois desse aumento
ocorrer.
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Seja entdo € + AC o novo preco, apoés o aumento concretizado. Com este novo preco, a quantidade econdémica da

2AD

encomenda sera Qg4 = 1(C+AC)

Graficamente o sistema tem a seguinte evolucao

Stock Qe+ R F

Temp

. . p +R ~ .
Continuando a designar por CT, o custo total no periodo QeT nao havendo encomenda especial, tendo em conta que as

préximas encomendas terdo por quantidade econémica da encomenda o montante dado por Q4 e por CT, o custo total no
mesmo periodo com encomenda especial, vem:
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CT, —(C+AC)Qe+&I(C+CA)—+ZIC +A%
d

ou, apos substituir Q4 pela sua expressao no 6ptimo,

2
CT, = (C+AC)Q, + Q, /—“’(;”AC) +Ic

Quanto ao custo com a encomenda especial antecipada, vem

_ R, QypQ R R . _ R Q2 R?
CTe = CQe+ QelCo+2ICE+TICT+A=CQ. +1CQ7+ICE+1C—+A

Entdo, apds algumas simplificacdes, a economia conseguida com a encomenda especial antecipada é dada por

2
E= CTa—CTe=Qe[AC+ /@—Icgl—lcf—;—

Apbs optimizacdo em ordem a Q.. , e explicitando em funcéo de Q4 ou de @Q,, vem, respectivamente,

. AC\ . AC . C+AC
Q:=04(1+%)+3cD—R ou Qe=Qa/ +7cD—R

(3.58)

(3.59)

(3.60)

(3,61)

Apés algumas manipulacdes algébricas, o valor da poupanca no 6ptimo, conforme se explicite em funcao de Q4 e Q,

respectivamente, € dada por

E"=A4 [C+CAC (g_i)z_l] ou E*=4 [(Z_i)z_l]

(3.62)
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Nota. A semelhanca do caso anterior, esta formulacdo foi efectuada para um prazo de reaprovisionamento nulo. Se tal
nao acontecer, o valor do stock R deve ser reduzido do montante da procura durante o prazo de reaprovisionamento. Isto
€, a quantidade da encomenda especial vem acrescida da procura durante o prazo de reaprovisionamento, LD.

Exemplo 18. Considere-se que no exemplo anterior o preco vai aumenta para 130€, mantendo-se o resto das condicGes
do problema. Vamos verificar se vale a pena fazer uma encomenda especial antecipada e, em caso afirmativo, qual o seu
montante.

Relembremos os dados do problema:
D =12000tons; C=110€,; C+ CA=130€.,1=0,2;IC=0,2+110 =22 €; CA=20€; I(C+ CA) =0,2 «130 = 26 €;

A=10000¢€;Q,=303tons; Q; =3038tons; L= i anos

ComolL >0,LD = i x 12 000 = 500 tons, o valor a considerar sera R — LD = 1500 — 500 = 1 000 tons. Entao:

e = 1+ +—D—-(R-—LD)=3038%(1+ 20 +20 12000 -1 000 = 13 500 ton
= —_ e — —_ = * JEE— — % — ~
Qe =0Qa C IC 110 22 ons

ou

. C+AC | AC o o /110+zo 20 _ ~
Q. =0Q, c +ICD R =3303 * 110 +22*12000 1000 = 13500 tons

A economia conseguida é:
C (QZ
Qq

E'=A4
€ +AC

2
) —1] ~ 188 466€

110 (13500
)2—-1[ =12 000 *

130 \ 3038

13500

*
E 3303

I
S

(52-1] = 12 000 » [( )2 - 1] ~ 188 466€

97



ISEG — CURSO DE MAEG 2017/18 - INVESTIGACAO OPERACIONAL I

15. Bibliografia

. AXATER, Seven, Inventory Control, Springer, 2006

. ARROW, K. J., S. Karlin, and H. Scarf, Studies in the Mathematical Theory of Inventory and Production. Stanford,
Cal.; Stanford University Press, 1958

. G. HADLEY, G. and T.M. Whitin, Analysis of Inventory Systems, Prentice- Hall, 1963

. HILLIER, F.S. and G.J. Lieberman, Introduction to Operations Research, 9th ed., McGraw-Hill, New York., 2010

. MAGEE, J. F., Production Planning and Inventory Control, McGraw-Hill, 1958

. STARR, Martin Kenneth and David Wendell Miller, Inventory Control: Theory and Practice, Prentice- Hall, 1962

. TERSIN, Richard, Principles of Inventory and Materials Management, North-Holland, 1988

. TAHA, H. A., Operations Research: An Introduction, 9th ed. , Prentice-Hall, 2011

. WAYNE L. Winston, Operations Research: Applications and Algorithms, 4t ed., Thomson Brooks/Cole, USA., 2012
. ZIPKIN, Paul H., Foundations of Inventory Management, Boston: McGraw Hill, 2000

98



